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INTRODUCTITON

Bien que la géométrie dans I'espace figure toujalanss les programmes officiels de

premiere et terminale C, on ne I'enseigne plus dassclasses depuis longtemps. D’ailleurs dans
les sujets de mathématiques qu’on donne actuelleenéaxamen du baccalauréat scientifique,

on ne rencontre que des problemes de géométrie,@dabien que I'éléve lui-méme ne ressent
nullement la nécessité de connaitre cette partgagramme.

Autrement dit, le bachelier malgache en arrivaliUaiversité n’a pas la moindre idée
de ce qu’'est I'espace a trois dimensions.

Les conséquences sont fort négatives : en effetpremiere année scientifique de
I'Université, que ce soit en physique ou en méaamiqu dans d’autres disciplines, on travaille
surtout en dimension trois.

Tout ceci nous a incité a rédiger le présent mémguni a pour objet I'enseignement de
la géométrie dans I'espace. En premier chapitras @yoquons son importance et décrivons les
différents points du programme.

Le deuxiéme chapitre du mémoire donne les noti@serdielles de géométrie dans
I'espace nécessaire a un futur universitaire.

Dans le troisieme chapitre, nous proposons une sBexercices que nous jugeons
utiles afin que I'éleve puisse vérifier sa compretien et en méme temps renforcer ses

connaissances.
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Chap. I: IMPORTANCE DE LA
GEOMETRIE DANS L’ESPACE
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1.BREF _HISTORIQUE DE L'ENSEIGNEMENT DE LA GEOMETRI E DANS
L’ESPACE A MADAGASCAR
En effectuant quelgques enquétes aupres d’anciefespeurs, nous avons appris que dans

les années 70, le programme de mathématiqueS Geel D comportait les points suivants :

«» Espace vectoriel de dimension 3

Dans ce chapitre, on donne les définitions de goggnératrice, partie libre, base, etc...
On parle aussi des sous espaces vectoriels d'uacespectoriel de dimension 3(droite
vectorielle, plan vectoriel).

«+ Espace affine associé a un espace vectoriel de digsien 3

- Plans dans I'espace affigg: équation, vecteur normal a un plan, conditiorde parallélisme
de deux plans, etc...
- Droite dans l'espace : équation, représentgb@rametrique, vecteur directeur d’'une droite,
etc...

Toujours dans les années 70, le programme de matiygies de terminal C comprenait
entre autres :

<& Les isométries vectorielles de E3 (ou E3 étant uespace vectoriel

euclidien de dimension 3 muni de la norme euclidiam®) :

les symétries vectorielles, propriétés

les rotation vectorielles, propriétés

orientation de E

le produit vectoriel
Rem arque
Ici évidemment, les éléves sont déja initiés dautalu déterminant d’ordre 3 ainsi qu’a la

théorie des matrices (ce qui n’est pas le cas kketuent !)

<& Isométrie affines degs (ou €5 désigne un espace affine euclidienne de
dimension 3)
- définitions

- déplacements des: translation, rotation affine, vissages (ou déphaent hélicoidaux),
propriétés
- traduction analytique d’'une rotation &g

- antidéplacement d& : symeétries orthogonales
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Vers les années 80, tout ce que nos venons de itedisparus complétement du
programme. Notons que les programmes scolairgsaetéf sont élaborés par une « Unité
d’Etude et de Recherche de Programme » (UERP). pgB@grammes sont construits en
fonctions des objectifs & atteindre et selondadités de I'époque.

Ce n'est qu'en 1995 que la géométrie dans I'espéapparait dans le programme du
secondaire plus précisément de la Terminal C €997 on peut aussi la trouver dans le

programme de ®iC

2.Son utilité :
Actuellement, on n'étudie pas la géométrie danspbee en classe secondaire ; or ce
chapitre a notre avis est tres utile, nous vivamssiméme dans un espace a 3 dimensions.
D’autre part, les connaissances en géométrie desyzakte sont nécessaires lorsqu’on
veut approfondir d’autre discipline comme la méqaei la physique.
Ainsi par exemple en mécanique : quand on étleimouvement d’'un point, on

I'étudie dans I'espace a trois dimension.

3. Sa place dans le programme scolaire

Programme scolaire en classe®™C :

Normalement, on devra enseigner la dimension Jasse de premiere C au lycée,
mais treés souvent, faute de temps le professeuraite pas cette partie.
Etudions ci apres les notions de geomeétrie darspdee qui figurent facilement
dans le programme de premiere C.
a. notion de droite et de plans :

Ce sous chapitre a pour objectifs généraux la dapaes éleves :

» d’'acquérir les notions de points, de droites gplda dans I'espace physique.

» de connaitre certaines propriétés des points,edreit plans.

» dutiliser ces propriétés a la résolution de proidésimple de géométrie dans
I'espace.

Ce premier sous chapitre comprend :

» la description et représentation de I'espace plgsiq

10
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» I'étude des positions relatives des droites etgp(définition et propriétés)

* la notion d’orthogonalité.

Quand on a fini ce paragraphe, les éleves devrétentapable :

d’imaginer un point, une droite et un plan danspa&ce physique,

de donner une représentation plane des pointslrdigss et des plans,

de reconnaitre une configuration donnée dans leesspamme :

des droites paralleles,
des plans paralléles,
une droite et un plan paralléle,

des droites et/ou des plans perpendiculaires.

b. vecteur et point dans l'espace :

» vecteur de I'espace :

définition,
opérations,
base,

repérage d’un point dans I'espace.

* produit scalaire :

définition,

propriétes,

bases orthogonales,

bases orthonormées

expression analytique dans une base orthonormée

repere orthonorme.

Objectif généraux de ce sous chapitre : les élsgrscapable :

» d’effectuer des calculs vectoriels et analytiguatiea I'espace physique,

* ils peuvent donner une interprétation géométricegerdsultats de ces calculs.

Apres ce paragraphe, I'éléve doit étre capable :

d’écrire une combinaison linéaire de vecteurs deretée vecteurs donnés comme

combinaison linéaire de trois vecteurs de base.

de déterminer les composantes d’'un vecteur suivambase donnée.

11
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de lire les coordonnées d'un point donné dans &espmuni d'un repere et
représenter dans un repere un point dont on colesatbordonnées.

de justifier la colinéarité et I'orthogonalité deukx vecteurs dont on connait les
composantes dans une base orthonormeée.

de calculer les composantes de vectaBret calculer la distance AB.

de déterminer les coordonnés du milieu | du segfwdjt

de dessiner dans un repere donné la somme de dmirurs donnés et la
représentation du vecteur produit d’un vecteur éonn

c. Etude analytigue de droites et de plans :

C’est la derniére sous chapitre dans la géoméarns tlespace de premiére C. Il a pour
buts généraux la capacité des éléves de savageutil’outil vectoriel comme support de I'étude
analytique de droite et de plan de I'espace phsiqu

Cette partie contient ;

la caractérisation vectorielle d’'une droite et dplan

la représentation paramétrique et cartésienne

vecteur normal a un plan

distance d’un point a un plan

étude analytique du parallélisme et d’orthogonaleliites ou de plans

A la fin de cette étude, les éléves doivent savoir

écrire des représentations paramétriques et camté=s d’une droite et d’'un plan
définis de plusieurs fagcons

déduire une représentation cartésienne d’'une daditd’'un plan a partir d'une
représentation paramétrique (et réciproquement)

étudier analytiquement les positions relativesdtegtes et/ou des plans.

de reconnaitre un vecteur normal a un plan d’égndtiartésienne ou paramétrique)
donnée.

de calculer la distance d’un point A (a, b) a laidrd’équation :ax+ by+ cz=0.

résoudre analytiguement des problémes de paraiélet d’orthogonalité de droites

et/ou de plans de I'espace physique.

Programme scolaire en classe terminal C

12
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En classe de terminal C, il n'y a pas de programpréeis pour I'étude de la géométrie
dans I'espace. Mais il y a seulement quelquesuastms pour que les nouveaux bacheliers aient
des notions sur la dimension.

On ne ferra aucune théorie, I'essentiel est quéllges sachent analyser et interpréter
une situation et aient le minimum sur I'espace ideedsion trois.

Les éleves en terminal doivent maitriser les natidie translations, 'homothétie,
symétrie orthogonales par rapport a un plan ; @aport & une droite.

Normalement, le professeur dispose environ cingases, soit 25 heures pour
enseigner la géométrie dans I'espace en premiéMas en réalité, on n’arrive jamais a cette
partie 1a du programme soit par faute de tempspsoipure négligence.

Le méme probléme se pose en classe de terminalkesi@nseignants et les éléves
savent qu’on ne donnera jamais de sujet de géadris I'espace a I'examen du baccalauréat,
ainsi ils délaissent complétement ce chapitre. Nessproblemes surviennent des que I'éléve,
aprés avoir réussi son baccalauréat, veut poussuwies études en filieres scientifiques a
I'Université.

Notons qu’une des raisons qu’il convient d’évoqaeassi est le fait que nous nous
referons trop fidelement au programme d’enseignénk@ancais sans tenir compte de nos
spécificité ce qui est vraiment regrettable.

Pour conclure, soulignons encore une fois, commss favons évoqué plus haut, les
problémes apparaissent en premiere année de I'tditige

En classe scientifique (mathématiques, physiqueé,SE) les professeurs sont obligés
de consacrer plusieurs heures pour faire des mppék des séances de remise a niveau, ce qui
occasionne beaucoup de perte de temps vu le codteptogramme des matiéres scientifique a
I'Université.

13
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Chap. Il : ELEMENTS DE
GEOMETRIE DANS

L’ESPACE

14
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Dans ce chapitre nous donnons posX élémentaire des notions essentielles
de géométrie dans I'espace que doit connaitre udiagtt en i° année scientifique. Nous
insisterons un peut sur le produit vectoriel epteduit mixte de trois vecteurs ainsi que leur

signification géométrique car souvent, les étudiamt tendance a les oublier.

Quelques rappels de géométrie plane :

a. Droite :

Une droite est représentée par une equation duig@reegre a deux inconnues :
(D):ax+ by+ c=0

a.l. Droites paralléles

-~ (-b
Soit (D) : ax+ by+ c=0 de vecteur directeur u [ a]

- (-b
(D"):a'x+ B y+ ¢=0 de vecteur directeur ( o j

Deux droites D) et(D') sont paralleles si et seulement si le déterminantedr

vecteur directeur sont nuls (c’est a dire leurdfaments sont proportionnels)

(D)//(D') = det@,v)=0

-b -b
= ,|=-ba+HBa=0
a a
= b'a=bd
a_b
a b
Remarque :
. a_b_c :
Si — i alors les deux droites sont confondues.
a

a.2. droites perpendiculaires :
) ] _b"
Soit (D"):a"x+ ' y+ ¢ =0 de vecteur dlrecteuw( B J
a

Deux droites(D) et (D")sont perpendiculaire si et seulement si le prosicatiaire de

leurs vecteurs directeurs est nul.

15
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(D) 0(D") = Gw=0

(e

< bb"+ad =0

a.3. Demi-droite :
Une demi-droite est caractérisée par une équationesinéquation de la forme :

{ ax+ by+ c=0

, avecaz aet/oub# b
ax+by+ ¢-0

Pour determiner le point d’origine de la demi-deadh remplace les signe de l'inégalité
(=) par un signe d’égalité.
b. Point :

Il est représenté par un systeme d’équations duipralegré :

{X:a&bDR
y=Db

On peut avoir un point par l'intersection de dewsitgs non paralléles
ax+by+ c=0
ax+by+ =0

Pour déterminer les coordonnées du point, on ré&sogysteme.

c.Produit scalaire de deux vecteurs :

On appelle produit scalaire de deux vecteurs, talbre égal au produit des modules de
ces vecteurs par le cosinus de I'angle de ceswecte

Soit U etV deux vecteurs,
0V =|uf|Vjcosd ou 8= mes(%”\)
c.1. Propriétés algébriques :
. Commutativité
dlv=Vvlu

. Associativité

16
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(at) T =a(umm)
(au){Bv) = aB(u)

»  Distributivité par rapport a I'addition
a(v+w) = uv+
c.2. Propriétés géométriques :

e Sicosf- (cest adire0< 9<7—2T alors i [¥ =| [N cosf - C

«  Sicosf< Cc’estadire7—2T< 6~ rralors i [V =|U [N cosf < O
«  Si|cosf|=1cest a dire §=0[n]alors 4 =]tV (det
V sont colinéaires)
+ Sicosd=0cesta direezg[n] alors i [ =|u|([Fcosf = C
- Si|u¥=0alorscosd=Cou G=0 ouv=0

Si

a#
ulv=

=3

O Ol

etv#z0
udv

e U= |q2c’est le carré scalaire dé
c.3. expression analytique :

Soit 0 (o,T, T) un repére orthonormé

Soit
G=xi+yj
V=Xi+Y]

(G ) =(xi+ yj)( X7+ i)

= XX(T [ﬂ)+x§/(T DT)+ yX(TEW)+y}/(TDT)
Or les propriétés géométriques precédentes noosnefque :
Si H—Ealor5| J=0etji=0

Et 8 =0alors ‘T [ﬁ‘ = ﬂz =1et H Eﬂ = mz =1

17
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ponc |U O = XX + yy

2. Géomeétrie dans un espace de dimension 3 :

Désignons par] (o,T, T,IZ) un repére orthonormé direct de dimension 3

a. Plan

Un plan est représenté par une équation du prefegre a trois inconnues :

(). ax+by+ cz+ =0

a.l. Plan parallele:

a
Soient(?): ax+ by+ cz o=0de vecteur normali| b
Cc

a’

(). ax+Pdy+ ¢z d=0 de vecteur normal| b

CI

(P)et () sont paralléles si et seulement si leurs vectearmaux sont colinéaires

(c’est a dire leurs coefficients sont proportioshel

18




Mémoire de fin d’étude

e

Remarque :

Sid#O0et E, :5 -c.4d alors les deux plans sont confondus
a

c

a.2. Plans perpendiculaires :

a
Soit (#): a'x+b'y+ ¢ z d =0de vecteur normalv| b’
C"

(P)et () sont perpendiculaires si et seulement si le praghataire de leurs vecteurs

normaux est nul.

()0 (P) -« 0w
- ulWw=0
s ad +bd+cé=0

19
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b. Droites :

Dans l'espace, une droite est l'intersection dexg#ans non paralléles. Elle est définie
par un systéme d’équation du premier degré derfago

ax+ by+ cz+ d=0

{a'x+ b'y+ cz+ d=0

Pour que ce systéme définisse une droite, il failtsaiffit que les coefficients de I'une
des équations ne soient pas proportionnels a celiaudre.

b.1. Droite et plan perpendiculaire :

Une droite (D) est perpendiculaire a un plaf#’) si et seulement si le vecteur
directeuri de la droite est parallele au vecteur nowndu plan ; c’est a dire leurs coefficients
sont proportionnels.

[ a
Gl mi|;Vv| b
n C

20
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(D) 0 (P} - ullv

l_m_n
a b c
b.2. Droite et plan paralleles :
X X
Soit (0) une droite de vecteur directélry | et (%) un plan de vecteur nornial y
z z

({DJ)et (#) sont paralléles si et seulementisit fi perpendiculaires

(D)I(P) - G0On
< UMm=0
= XX+ yy+ zz=0

Remarques :
Deux droites non paralléles mais elles ne possege® aucun point

d’intersection.

En effet :
Soit D,et D,deux droites non paralléles qui ne sont pas dansé&me plan. On

veut calculer la plus petite distance entre ces deoites

(Do)

(D)

Les équations de ces deux droites sont donng®g): X_I X_Y"%_ 2%
m n

21
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avecM (%, Yy, ) O D,

et d(l,m, n) : vecteur directeur d®,

X - - z-
(D,): X_Y M _ {

M V., Z) 0
] n nlavec (X y,z)0 D

etb(l,,m,n) : vecteur directeur d®,
Il existe un pointN, appartenant &, et un pointN, appartenant &, tels que la droite
N, N,est perpendiculaire B, et a D, .

La distance qu’on veut calculer est donc éga*lﬁéoall

Remarquons que ce produit mixte ne change pas siemplace M,par un point
guelconque appartenant a la dr((ifeo)et M, par un point quelconque appartenant a la
droite(D, ) . En effet :

Soit M, 0(D,) et M, 0(D,)

Ona:MM!= MM, ,+M M +M M’
= Ad+M,M, + b
(car aet M;M sont colinéaires eb et M,M! sont aussi colinéaires)

—_—

Dot : (M ,M,ab) =(Aa+M,M, + /35,3 b)

= (/151, a, B) +( M, Ml,é,B) +([:’B,*aal)(Propriété de produit mixte)

Le point N, O(D,) et N, O(D,)
= (M,M,,a,b)=(N,N, 2 )= N, N{ a0 B

Or les vecteurd\, N, et (a O 5) son colinéaires, c’est a dire

|
o

Posonsv = N, N, et = a
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Onavim=vltv
=c(v)
=c[¢f’

=[v]x[d[4

= £[i|[d
+ ou — selon le signe de ¢

R ) =<

= (M,M;,a,b) = +[N;N|x| a0

= |(M,M;.8,b)| =[N, N|x| a0 |
‘ MM ,5,6‘
e

C'est la formule qui donne la distance entre deites (D, ) et (D,)

Application :

Calculer la distance d entre les deux droites diégas

1 - 2 - 1
et soit :8(1,1,1) vecteur directeur déD, ) et M, (0,3,2) 0D,
b(1,2,3 vecteur directeur d&®,) etM, (3,-1,2 0D,
Onaalb=-i+ket MM, =3 - 4]

Ainsi : ‘(M—()I\/I-l,é,f))‘ =|-3=3
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—d=0 2T T

aog V2
>d=—
V2
b.3. Equation canonique et paramétrique d’'une droi :

a
Soit | b | un vecteur directeur d’'une droif®)
C

Soient deux pointsM (x, y, Z) et M'(X, Y, Z) appartenant &0/

Ainsi aet MM 'sont colinéaires

“X_y-y_zz2
a b C

Clesta direx

C’est I'équation canonique d’une droite

L’équation paramétrique peut étre définie comme:sui

X=X _y-y_ zz
a b c
x=X+ at

y=y+bt
z=7+ct

=t

Ce sont les équations paramétriques d’'une droseyaié paré(a, b, c) et passant par
M'(X,Y,Z)
c. Point :

 Un point est caractérisé par un systeme d’équatarmemier degré :

X=a
y=b a,b, c
z=c¢

* On peut déterminer aussi un point par l'intersectde 3 plans non

paralleles ou par une droite et un plan.
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Exemples :
x=0
- { y=0représente l'origingd(0,0,0 d'un repére
z=0
* Soit 3 plans d’équations :
X-y+2=0;
X+2y-1=0;
X+y—-2z+2=0.
Formons ces trois équations en un systeme d’équatio
X—-y=-2
x+2y=1
X+y—-z=-2
Cherchons x, y et z
1 -1 O

1 -
A=1 2 0|=- =-3
1 2
1 1 -
-1 0 -
-1 -2
A =2 0 1|=- =3
2 1
1 -1 -
1 0 -2
1 -2
A, =1 0 1|=- =-3
Y 1 1
1 -1 -2
1 -1 -2
1 2 1 1 1
A,=L 2  1|= + - =-6
1 1 1 - 1
1 1 -2
x:%:—l
A
Ay
=— =1
y A
Z:£:2
A
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Le point d’intersection de ces 3 plans ,%@%1,1, 2). On a aussi le point

X-y+2=0

A(-1,1,2 comme l'intersection de droite de systéme d'équati et le plan
X+2y-1=0

d’équationx+ y—-z=-2

d. Produit scalaire de deux vecteurs :

Soient deux vecteuty a, b, ¢ etv(a, b, ¢)
Comme dans le plan, le produit scalaire de deuxeues est €gal au produit de leurs

modules par le cosinus de I'angle de ces deux wecte
UV =|t|(Mcosd ou 6= mes(”\)

d.1. Propriétés algébrique :
On a toujours la méme propriété qu’en géométriegla

¢ Commutativité :

* Associativité :
(a0) = o U
(an)[{bv) = aq Uy
» Distributivité par rapport a I'addition :
a(v+ W) = uv+ U
d.2. Propriétés géométriques :
Soit 8= mes(%”\)
* SiO=< 9<7—2T alorsti >0
c'est a dimosd - C |u|[V|cosd - C

e Sj g< @< malorsii< 0

c'est a dirgdi| V| cosf < C

e Silti#0etvz0
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(V=0 u0v c’estadireﬁzg[ﬂ]
« Si@=0[n] alorsti=|tN

« dm=|q’ quiest le carré scalaire de
d. 3 Expressions analytiques
Soientli=xi +yj+zk et v=Xi+Vyj+Zk
UDVz(xT+ yj+ zT<)( Xi+ yij+ 2”@

= (T0) +xy (T07)+x2 (T0K) + yx(50) + yy(00) + v2( i+ 2 ko}+ 2{ &)+ 2 ®)

Or notre repére est orthonormé et quﬁldl—zT alors le produit scalaire est

nul ; si@ = O[IT] alors le produit scalaire est égal au produitrdedules.

Donc

= XX+ yy+ zz
Remarque :

Pour chercher I'angle qui fait le 2 vecteurs, an a

|0 ¥ =| Ul (¥ cosd
05
= CoSt =-"———
o]
cosh = xX + yy+ zz

\/x2+y2+22><\/>22+ )'/2"' 52
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d.4. Signification physique de produit scalaire
Soit [ la force qui exerce sur un corps et (Ox) l'axedjtige le déplacement.
Ona
W. = FLOx

- |F|roxcod O,

Ainsi le travail fourni par une forcé est égal au produit scalaire de la force par le
déplacement.

e. Produit vectoriel

On appelle produit vectoriel de vectewetv, notéi v, le vecteurB défini par les

trois conditions suivantes :

. t Ova pour module égal [&|(V|siné avecd = mes(%”\)

. B est le perpendiculaire a la foidiat av

* On détermine le sens d@gpar la régle de trois doigts de la
main droite.

Remarque :
Reégle des trois doigts de la main droite :

Soientd, b et ¢trois vecteurs don& le premier vecteurb le second vecteur etle

troisiéme vecteur tel q@e= a0 b. Pour déterminer le sensaleb, on utilise les trois doigts (le
pousse, I'index et le majeur) de la main droitegtee les troisiemes vecteurs soit de sens direct
(c’est a dire ils suivent le sens contraire d'ugudie d’'une montre).
e.l. Propriété algébrique :
Anticommutativite :
alv=-vUu
Associativité par rapport au facteur scalaire :
ati0v=a(udy)
(au)O(bv) = a{ WO YO a WR
Distributivité par rapport a I'addition :

ag(v+w=(udvy+(u0w
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e.2. Propriété géométrique :
Si etV sont colinéaires alorsi 0V| =|tl[{¥{sin6 = Oc'est a dired =0[ 7] .
Si @ etV sont non colinéaires alo*é D\7| est égal a l'aire d’une parallélogramme

formée parg etv .
On sait dans les classes antérieures que la suffat@arallélogramme est égale au

longueur multiplié par le hauteur.

5= 1
h=|V|xsing
= S=|tx|\xsing

Oud= mes(%”\)
or a0V =g Nsin(%, Y
Si 9:7—Talors le parallélogramme est un rectangle

¢ GOv=|yVsin0= 0avecu etv sont colinéaires

e.3. Expression analytique

Soit [ (O,T, T,E) un repére orthonormé directe

Soient G = xi + yj + zket V = X7 + Y]+ Zk
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)+ xy(TDj)+ xi(WDT()
X (0 f)+yy(ij)+yz'(jDk)
kO T)+zy(kD j)+ 22( K D{
jOkalorsi O =j 0 =k [k =0

-k
I

i
i

i
Ok
Oj

oy

umv:xy(k)+ xZ(—*)+ y&(—”l}+ y{)+ i(();& ZQ—Q)i
=(yZ-zy)i+(z%= X2 §( Xy vk Kk
=(yZ-zy)i-(xz- 23 #( % yx k

Q0v=(yz- z9) i+( 2% X3 f( X» YK kK

On peut déterminer I'expression analytiquetév par le déterminan(H,V,B)ou

B(7.7K)

X X i
det(t v B)=(uOv)=|y y
z 72 k
ol ol 1
z y

=7 (yZ-zy)-Ti( x2— 20+ Kk Xy ¥k
=(yZ-zy)i+( 2% X3 #( X vk
D’oll G OV = det(l,v B)
e.4. Signification physique du produit scalaire
Soit f une force appliquée & un corps de centre O. Qrgeaile moment d’une

force est donné par la formule suivante :

dt=Fd sinf ou H:mes(Bf,?a
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Ainsi le moment d’'une force est égal au produitegel de cette force et la

distance par rapport au centre.

f. Produit mixte:

! n

X X X
Soient trois vecteud y |, V| YV |et wW| V'
Z ZI ZII

Rappel :
Trois vecteurs sont dits coplanaires s'’ils apparnt@at a, un méme plan.

Trois vecteurs sont coplanaires si et seulementdst(ti,v,W) = C c’'est a dire si et

x X X
seulementsy Yy y|=0.
z 2 12
Définition :

On appelle produit mixte de trois vecteurs, Wle produit scalaire obtenu en
calculant d’abord le produit vectoriel dieet V puis en multipliant scalairement le résultat par
wW.

Notation :

(GOV)Gv ou(Uvw) .

f.1. Expression du produit mixte :

* (avw) = (vwi) = ( Wy
’ (TvW) = - (VW = — (WY =~ ( "W
. Distributivité :

(0--9) ] = o+ wi

¢ Associativité

* (0vi) =0 = T, V, W sont coplanaires
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f.2. Théoréme :

Le produit mixte(uvw) est égal au volume du parallélépipede formé awetrdés

vecteursu,vet w.

s

Notons S la surface de base d'un parallélépipede.

Donc S=|¥yx HavecH =|d|xsiné

D'ou S=|V{IYsing

On sait que le volume d’un parallélépipede est adalsurface multipliée par la

hauteur.

V =+ Sx havech=|W tosp
V|=sxh
a0
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Ainsi le produit mixte de trois vecteurs est égavalume du parallélogramme qu'ils

construisent.

f.3. expression analytique :
Soient

U=X + X+ Xz
V=Xi+Xj+Xz
W= XT+X ]+ X2
Et on sait que :
G0v=(yz- z9) i+( 2% X3 F( % ¥k k
[(UDV)EW]=[ yz— z8) i ( 2 3 ( Xy S/)(H]
(yz #(10)+ (2 A0

"(yz2-z )( ) (zk Xj(
)

"(y2- z ( ) ( 2% k)z(*[E”)jk "t %y ’y((

Or on a déja vue que :

(T[ﬁ)+(j”[j]”)+(kaﬂi)=1

Et tous les autres produits scalaires sont nuls; do

(GOV) 0= X(yz- )+ Y 2¢ Xer "€ % 'Y
=xX'(yZz-zy)- Y( Xz= 2+ "£ %Xy

:X"y Z_yVIX j_'_zl X j
y Z X X
x[Y FuylX jd,x j
y Z X X

x X X| |x

g. Double produit vectoriel

SoientX, Y, ztrois vecteurs.

"XH X4 "”]
+ Y Xy y){”m)«
Y %y T

(k) k

Le double produit vectoriel est obtenue par le piiodectoriel dexet y puis en

multipliant encore vectoriellement le résultat @ar
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En général,on a:

(x0y)0zz x0(y22
(x09)02= Y03 - 4 ¥}
[xO(yO02) |+ vO(z0 9]+ D("x"Y]=0

. Représentation de guelques

corps physique dans lI'espace

1. Cube:

v
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Quand on projette le cube dans le filxa, on obtient un carré, et on a de méme
dans le plarOyz.

Equation du second degré

Soit f (x, y, 2 une fonction définie par :

f(xy z)=aX+ by+ cz+2 dxy2 fyz2 gax2 hx2 ky2 Hz =m( (1)

Nous essayons d’éliminer les termes en xy, yzzates termes du premier degré pour
avoir une équation de la forme :

f(x,y,z)= AX+ By+ CZ+ =0
D’abord, soit] (O,T,T,IZ) un repére orthonormé.

Effectuons une translation de vect@@ tel queO'(X, Y, 2)
On a le changement suivant :

X=X+

y=y+y

z=17+ 3

En changeant les valeurs de x dans (1) on a :

f(X,y,2)=al+ b+ cZ+2 dxXy2 fz2 gzx2 'Gix2 'Hy2 'Kz ' '=L((2)

OulL'=ax’+by’+cg’+2dy y+2 fyz+#2 gz 2 hx2 k2 ly
K'=gx+ fy,+cz+ |
H'=dx, + by, + fz+ k

G =ay+dy+ gg+ t

Ensuite choisissant S comme origine du nouveaueeatgfacon que les termes en premier degré
soient égaux a zéro, c'est a dire :

G =0
H'=0
K'=0

Les coordonnées de S doivent satisfaire le systé@ggiation suivant :
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ax,+dy+ gz+ 0

dx, + by + fz+ k=0

g%+ fy,+ cz+ =0
L’équation (2) devient :

ax +by+ cZ+2dxy2 fyz2 gzx 'E 0(3)

On peut avoirl' =hx, + ky, + 1z +
Car
L'=(ax+dy+ gg+ ) x+( dx+ by 2 kor( o & o2) i bx dy iz
En remplagant’ par cette équation (3) devient
ax + by + cZ+2 dxy 2 fyz2 gzx +£0(4)
Maintenant, nous éliminons les termes»gnyzet zx(nous y parvenons par une rotation d’axe)
On aax?+hby?+ cz*+ L(5)
On aune équation d'une quadrique.
Si a, b, c ont méme signe et L étant de signe aimatalors la courbe représentative est une
ellipsoide.
Si a, b, c est de signe contraire aux deux audfess la courbe est une hyperboloide.
b. 1. Ellipsoide :

Supposons que a, b, ¢ sont tous différents de etéde méme signe, et L de signe différents a

eux.
f(x,y,2=axX+ by+ cz+ =0
a+by+cZ=-L

Or L de signe contraire a a, b, ¢ ; dorcet a, b, c ont de méme signe, d’ebﬁ—> 0; —%> Oet

—£> 0. PosonsA? :—L - B? :—Eet C? :_E
L a Cc
2 2
L’équation (5) devient :2—2+§+§ =1

C’est une équation réduite d’ellipsoide
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e

~

<y

P [y, S5

Pour déterminer la forme de I'ellipse, on utilisatéthode de section plane.
D’abord, considérons une section de l'ellipsoidealiee au plan Oxy et chaque plan défini par
I'équation z = het on a le systéme suivant :

X2 2 h2

_+L: —_

A? B? c?
z=h

Si |h| < calors le planz = hcoupe l'ellipsoide suivant I'ellipse dont les deamies sont :

, / h®
a 1‘@

h2
c?

b'=h /1

Si h - Oalorsa’ - a eth’ - b(c’est a direa’ et b’ atteignent ses valeurs maximales)
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Sih = xcalorsa - 0
b -0
(C’est a dire les plans = + ¢ sont tangente a I'ellipsoide)
¢ Si |h| > calors le planz = hn’a aucune intersection avec I'ellipsoide.
Ensuite, lors des intersections de I'ellipsoidecdeegplanOxzet Oyz.

Le plan Oxzcoupe I'ellipsoide suivant I'ellipse d’équation :

2 2
X Z
_2+_2:1
a- c
y=0
A Z A Z
o) X @) X
a-c a<c
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Le planOyz, on a de méme une ellipse dont I'équation :

y , 72 _
.

x=0

A Z A z

0 y o) y
b>c b<c

b.2. Hyperboloide :

On sait qu'on a un hyperbole si I'un de a, b, maigne contraire au deux autres.
Supposons que a et b ont méme signe.

On a encore deux possibilité : a, h.aint méme signe ou c ktont méme signe.

Nous étudions d’abord I'hyperboloide obtenu si aflbont de méme signe.
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Ona:f(xy 2= aX+ by+ cz+ =0

—axX’+by+cZ=-1
EX2+EyZ+£ZZ:—]_
L
E>0etE>Oor£<0
L L L
PosonsE:A2 ;E:B2 et —E:C2
a b c
2 2
On adonc%+§—§=—l

C’est I'équation canonique d’un hyperboloide a deagpes :

A

v
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Maintenant, voyons la surface de cet hyperboloatdgs plangOxzet Oyz.

2 2

Yy _z_
Premiérement, dans le pl@yz, on a I'’équation 3 B> C?

x=0

C’est une hyperbole symétrie par rapport aux gx&g et (O2) et coupe I'ax¢Oz) au
point de coordonnée®, 0,c)et (0,0,—c).

—

Q
/Nv

Deuxiémement, dans le plé@xz,

XX 7

Ona: Az_c;2
y=0

—

Q
/Nv
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Puis examinons, la section de cet hyperboloideu& dappes par le plan paralléle au

planOxy.
Chaque plan est défini par I'équation de la foemeh. On a le systeme d’équation
suivant :
2\ 2
z=h

¢ Si|h| > C, le planz = h coupe I'hyperboloide suivant une ellipse de dexesa

2 2
a':aJ%—l etb’:b,/%—l

Et cette ellipse s’agrandit au fur et & mesureltpi&éloigne le pla®xy.
¢ Silh| - £calorsa -0

b -0
(C’est a dire dans les plans= + c, l'ellipse se réduit a des points dont les coorcias
sont(0,0,c)et (0,0,—¢)).
Donc les plansz = * ¢ sont tangents a chaque nappe de I'hyperboloide.
+ Si|h|< calors I'équation réduite devient

2 2
Wt
z=h
On a une équation réduite d'ellipse imaginaire (hen z=h n’a aucun point
d’intersection avec la surface).
Ensuite, nous étudions le cas ou c et L ont de nsnge:
Onaf(xy,2=aX+ by+ cz=-
=_i:_x2 +_—t|)_ y2+_—(|:_ Z=1

Aveci<0 : E<Oet£>0
L L L

Posons-2 = A2 : _b_ BZet £ =C?
L L L
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2 2

Donc on obtient % +§ —é =1

L’hyperboloide a deux nappes :

2 2
L’équation reduite de cet hyperboloide est defeng ;X_2+L2_i2 =1
A B C
Examinons le section de la surface au plan Oxyxet O

Dans Oxy ; on a le systeme d’équation :

X Z
Nt
y=0

C'est une hyperbole par rapport aux ax{@x)et (Oz)et coupe I'axe(Oz)aux point
(0,a,0)et (0,-a,0).

DansOxy, on a le systeme d’équation

y _Z _
B C
x=0
L’hyperbole obtenue coupe I'ax@z)aux points de coordonné¢s,b,0) et (0,—b,0) et
symétrie par rapport aux ax¢®y) et (Oz)

Puis voyons la section de la surface au @lay, dans cette section le plan se définit par :

z=h.
2 2 2
. ; . X_+L :1+L
On a : le systeme d’équatioq A> B? C?
z=h

* Si|h| < ¢, le planz = h coupe I'hyperboloide suivant une ellipse de dexrasa

2 2
a = a1/1+% eth' = b,f1+%

¢ Sih- Oalorsa - aeth' - b, c’est le plus petit demi axe de I'ellipse , c’astlire
le plus petit ellipse de I'hyperboloide . I'ellipséagrandit au fur et a mesure que h

s’accroit.
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CHAP. IIT : PROPOSITION
D’EXERCICES POUR

LE PREMIER ANNEE
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|. Intégrale triple:

Dans cette partie nous proposons une série d'@esrsiur la géomeétrie dans I'espace a
I'intention des étudiants qui vont entrer en prami@gnnée scientifique. Certains de ces exercices
sont accompagneés de leur solution détaillée.

Nous commencons par indiquer quelques méthodegégration triple suivis de
quelques exemples. La raison est que ces caldul®grales triples sont trés utiles en physique
ou en mécanique a I'Université, mais I'étudiant geint directement de la Terminale se trouve
complétement perdu aussi bien dans les méthodesldd que dans la compréhension. Une des
causes est justement le fait de ne pas connafiradgons élémentaires de la géométrie dans
I'espace.

Soit V un domaine spatial, la surface V est débmiinférieurement par I'équation
z, = f,(x y) etsupérieuremenf= f(x ).

La projection de la surface V sur le pl@xyest le domaine D limité par les courbes
d'équations 1y, = g,(X et y, = 9,(X

X, =aetx,=b

Le calcul d’'intégrale tripldv est égal a

VE ': _[ f _[ : dzdyd>

lv = ':_[QZ(X)j = dzdydx

G(x) J H(xY)
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f(xy)
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Exemple :

Calculer I’intégrale.m zdventendue a la demi sphére de rayon R

Le sphére est limité inférieurement par I'équation Oet supérieurement par I'équation
?=a-x- Y.

v
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Dans le pla®xy, on a un cercle de rayon R tel qué = (R* - X) et x varie de O a R.

[[fzov= [} G} aoeaya

_ (R VR-X
= OI_ —— R =X~ y"dydx

= [ (R - )R- % dx

7TR*
A

Ona

I 2av="2

Méthode par substitution :

Si la fonction a intégrer est un peu difficile, essaye de faire un changement de
variable pour avoir une autre fonction plus simmleune fonction qui a une intégrale usuelle.

Cas général :
Soit X, y, z des coordonnées de M.

Supposons qu’on peut poser X, y, Z comme suit

x=9g(a h g
y=h(a b 9
z=t(a b o

SiV le volume représenter par X, Y, z

V' le volume représenter par a, b, ¢
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Ou | est appelé le Jacobien de la transformatidnpe¢nd la forme de déterminant de

troisieme ordre.

0 X 0 X 0 X
0 a ob 0cC
e o0y 9J0y O9Jy

0 a ob ocC
0z 0 z 0 z

0 a ob 0cC

Ainsi

JIf fexy, Z)dXddem f gabk habc(t,anh]| I dadt

Quelgues cas particuliers

a. En coordonnées cylindrigues ;

Soit X, y, z des coordonnées rectangulaire. Onlppaordonnées cylindriques les trois

nombres ( p, 8, z) définissant la position du poiRt.

P (6,0.2)

v
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Ona: X = pcosd
y = psiné
z=12 Avec 6 0[0;2n]
zOR
,OD[O,+00[
gp 2-‘9 gz cosd —p sire cosfd -psi
M=—y oY 2Y-\sing pco 0= P
oo o8 0z 0 0 sin@ pcoY
5z 8z 32
oo o8 oz
s8 -p sing
1= TPV hcog g+ sig)
sind pcoY
1[=p

Donc H_[ f(x y, 2 dxdydz H_[ (,0,9, )p a a c
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Exemple :

Calculer I’intégrale.m zdv entendue a la demi sphére de rayon R
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”I zf(x Yy, 2 dxdyc

Changeons le variable
D':{(H,,o,z)lé?D[O;Zn[ ;z0[ O;] eO< p<v R- %}

Ona J.J'J' zdxdydz= IOR zdﬁozn @J.m d

0

2

7 R? -
:_[ORZdZ.[OZ CB‘ 5 z

= J'RE(R2 - 7°)2mrdz
02

= ﬂ[joRzRZ dz- J'OR i d%

R R

_ Rzt | #
) 2 0 4 0
ffzav="2"
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b. En coordonnées sphériques :

En coordonnées sphériques, on repére un poinida Itk trois nombreé , r , ¢

~

Ona:

X=pcosfd=r sing co¥
y = psin@=r sing sind
z=rcosf

53
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Calculons]l| :
2_-0 j_-r go —-rsingsind sinp co¥ r cag c
|I|:—y oy —y:rsin¢cos9 Sip si® r cog S
%G or o 0 co —r siry
oz oz o3 ¥
X o o

rsingcos r cog sif r sig cés sn 4«
:—cos¢[—r2(sir¢cos¢siﬁ9+ cog sit céﬁ)]ﬂz s¢{( <6+ Sp éeﬂ
=r?cos ¢ sing+r * sifig

|l]=r?sing

—rsing sind r cog coé‘_rsi ~ Sig st sih

Ainsi: [[[ f(x,y, z)dxdydz jjj f 16,¢) tsing drd ¢

Exemple :

Calculer I’intégralem'rzdvou la fonction f (P) =r®est le carré de la distance de

Pa l'axe Ozet le domain® . Le corps est limité inférieurement par un coreehduteur
OC = Rde rayon de baseC= 0OC= R.
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A
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Ona:

p=CAP

6=Bom

R= BM = psiné

[[[r?dv=[[[ p*p*sin*6dpde dg

Avec ¢0[0,27] ; em[o,’ﬂet 0< p<OE = 2Rcosd

[[friav=[2 aof," aof," o sine

- Ioidejozmw 271p* sin®6dp
2Rcodd
= [+dg|27TSin’ oF-
5
0

= I52nsin3 99353 R° cos9do

:%x R®[4sin’ OLsind Ccos 06

_6_54xR5J- (1 00526?) co$6H(- co8)

_%xRSI (cos'6- cod) (- cos)

_%'xR5 J.Ozcosf’é?d(co§)+_|'0Z cos4d( CCB)}

NN

_%xRS —100§5+—100§9
5 6 8
llﬂR

30

0
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c. Application de lI'intégrale triple a la physigue:

1. Pour calculer la masse d’un corps, on peut utilisgégrale triple si on a le densité

On a la formule suivante :

M =m f (X, y, 2) dxdyd.

Ou f(x,y, 2est la densité du corps
Exemple :
Déterminer la masse M d'un parallélépipede recwmngle densité en x, y, z a
f(X,y,2 =x+y+zet

O<x<a
O<y<b
O<z<c

Solution :
Ona:

M =m f(x,y, z)dxdydz
= joajobjoc(x+ y+ z)dzdydx
=10,
0

= [0 c dyd
—jojo(xc+7)+ cydydx

2 C

Z
X + zZ+ —
( y) >

=[° job(cx+%)dy+ [ cydy} d>

_ (@ c’ y’
= [ ex+ =] y+cL
0 2 2

c’b cb?
+
2

a a 2 2
:J cbxdx+j (ﬂ+ cb jdx
0 0 2

2
l.x (b )]
=|lch—+| —+—=——
2 2 2

0

2

dy

0

= [*(cbx+ ) dx
J,
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_ cha? N acly N abé

2 2 2
:aTbC(a+ b+ c)

mf(x, Y, 2) dxdydz-aTm( a b )

La masse d’un parallélépipéde rectangle de derfs(té y, z)=(x+ y+ 2) est égale a

M :aTbC(a+b+ c).

2. On utilise aussi l'intégrale triple pour calculer inoment statique d’'un corps par
rapport au plan.
On a les formules suivantes :

M, = 'f(x,y,z) zdxdyd

Xy

M,, = ||| f(x, y,2) ydxdyd:

Xz

M. = f (x,y, z) xdxdyd:

yz

LA N

Ou Mxyest le moment statique par rapport au pgn

Mq est le moment statique par rapport au ptan

Myz est le moment statique par rapport au pyan

Et f(x, v, 2) estla densité du corps.

3. le centre de gravité d’'un corps peut étre déternin@ide de l'intégrale triple en

suivant les formules suivantes :

X = M.

M

M XZ
Y=~ ouMestlamasse ducorps et oBgx Y, 2.
z = M

M
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4. 0n peut avoir le moment d’inertie en cherchanté&gral suivant :

| = :f (x,y, z)( v+ f) dxdyd
|, = ':f (x,y, z)(x’-+ 22) dxdyd
|, = .'f (x,y,z)(%+ 3?) dxdyd

ou |, estle moment d'inertie par rapport a x

|, estle moment d’inertie par rapportay

|, estle moment d’inertie par rapport a z

ll. PROPROSITION DES EXERCICES

a. Enoncés :

On propose quelques exercices dont certains emtrerd des réponses.

1.3, b, €étant trois vecteurs quelconques d'un espace vVekearclidienz .
a. Démontrer qué D(B O ?:) = (%) Ob- ( *ajt) [T¢
b. En déduire quba0(b0¢) |+ bO(t03 |+ w20 =0

2. Une espace affine euclidienne est rapportéerapare orthonormé de sens

directd (O,T, T,a) . On considére les vecteurs :
V, = ai + maj
v, = bi + mbj a,b,c donnésb, cOR
V, = Ci + pCj

1. a. déterminer les coordonnés du point V tel q@&/:= v, 0,
b.Montrer que I'ensemble7 des points V lorsque m et p varient est unelsu
plane (©). On précisera I'équation du plam{ qui contient () et I'équation de la

courbe(c) par rapport a un repére orthonormé du plan.
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2. 0n pose :
OC =V,
0oC, =V,
OC, =¥,

a. Calculer le volume algébrique du parallélépipédestmit parOC, ,OC, et
oC,.
b. En déduire I'orientation du trivecte(i,, v,, ;) suivant les valeurs de m et p.
3. Par le point 1(0,1,2), on méne le plan 2{/ orthogonal av, et le plan {3/
orthogonal &, puis par le pointJ (1,1,2), on méne le plan4s/orthogonal &, .
a. Ecrire les équations de ces trois plans.

b. Etudier leur intersection’, (1 &4 (| &4 selon les valeurs données m et p.

c. déterminer I'ensemble G des points de l'espgoearenant a I'ensemble des
intersections des plansA). (72 /et (74/lorsque p et m varient.

4. Soient A,Aet Atrois points de X définies par
A(ab0),A(0,c,0 ;A( b0,0aveca 0;b> 0;c> 0

leurs coordonnées

a. déterminer les composantes du vectaur:0A OV, + OA T y+ OA™y

b. On suppose qua=b= c, calculer p en fonction de m pour quesoit orthogonal au
vecteurr =v, +V, +V,.

c. Vérifier le résultat obtenu dans le casoum =0
3. Le repére est rapporté a un repére orthondﬂr(*@,?, T,IZ)
Soient A(4,-2,-4)

B(-4,12,9

C(12,-4,3
D(12,16,- 1§

Déterminer les distance OA, OB, OC et OB
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4. Démontrer que I'équation du plan qui passe @amolint Mo(xo, Yo zo) est paralléle

aux deux vecteurs, (1,,m, n)et &,(l,,m,, n,)et peut &tre mise sous la forme suivante :

X=% Y=% 7z 3

5. Parmi les couples d’équations suivantes, détemmaelle qui définit des plans
paralleles et des plans perpendiculaires :

1. 2x-3y+5z- 7= Cet 2x-3y+5z+ 3= C

2. 4x+2y—-4z+ 5= Cet 2x+ y+2z+1=0

3. x—-3z+2=0et 2x-6z-7=0

4. 3x—y—-2z-5= 0et x+9y-3z+2=0

5.2x-5y+z=0etx+2z-3=0

x+3: y+2: z-8
2 -2

6. calculer la distance d du poift(1,~1,-2) a la droite :
7. Aprés avoir vérifié que les droites

sont paralléles, calculer leur distance d

2x+2y-2z-10=C ot X+7 _y-5_2z2-9
X-y-2z-22=0 3 -1

8. Former l'équation du plan passant par le poMt(2,3,—J) et parallele au
plan5x - 3y+ 2z=10.

z-2 ot x—3: y+1: z-2
1 1 2 1
10. Calculer le moment d’inertie d’'un cylindre cirauke droite de hauteur 2h et de

9. Calculer la distance des droites parallé:lers y;3 =

rayon R par rapport a un diametre de sa sectiorenr®y la densitél ,étant constante.

11. Dans un corps ayant la forme d’une demi sphénaygen R et de centre a l'origine

et de densitél constante.
Déterminer le centre de gravité de cet hémisphere.

12. Calculer ”I x*y?dxdydzou V le domaine définie pdi< x<1
\%

O<ys<sx
O<z<s xy
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13 Calculerm'\/x2 + y* + 7 dxdydaprés avoir passé aux coordonnées sphériques.
\%

b. Solutions:

On donne des solutions a quelques exercices.

1 Soit (&, ¢, g) une base orthonormée de sens directe de
Posonsa=xg+ x 8+ X¢

=V&* %8+ ¥E

C=26+ 28+ 7¢

i ) 4 8§
OnabUC=|y, z ®§gl=T¢
[

Ys 4

(o]

Y. 4
Ys 4

i 4

"%y, 2

+4%y1 z,
Y. %
=(,z-v:2)e-(yz- vy e( yz2 y)¥
=(Y,z-v,2)e+( ¥z yd &( yz y)¥
Posons
X1 = Y,2;— Y;2,(1)

X, = Y32~ Y17
X3 = Y12, Y, 7

Ainsi b0t = X &+ X8+ X'¢

Xl >(1 _a

aD(bOe)=x X% &
X X; §
I X%
_el‘xs X, %‘xg x| ‘5 2‘
=X = %X,) 8= (% %= % X)7er( x% x ¥
=X =% X,) g+( % %= xX)7er( x% x X
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PosonsY, = x, X;— % X,
2= XX XX
3 =X K% X
Alors aD( ) ZT@(Z)
On peut ecrire (1) commeX; =y, z - Y 2
Alors Y, = x X — x X
=x(¥z-y7)- vz %2
=X Y4 XYL XY (XY Z
=vi(xz+xz)- A xy+r x)*+ xyz xy
=y (%z+ xz+ x2)= X XWXy
On sait que
alt=xz+ xz+ xgz
alb=xy+xy+ xy
Donc on aY, = y (&) - z(*ajt)

L’égalité (2) devient

3

an(boe)=) | y(ag- 7 al;

i=1

D

alors (3)= éD(BDT:) = (a®) Ob-
b. Déduisons quEaD(B )} | bO(e03 |+ [”d](”a]*t)}:o
on aa0(b0¢) = (&) Uo- &y Tey)
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—_
ol
O O
)
1

(b7) o ( bq T2)
(ech) 0a- (T3 Uiga)

(o]
0O O

—_—
Ol

ol

ol
~——
1

Or le produit scalaire est commutatif donc

2)= (6 Eﬁ) - ( BEE:) Ta= ( *ajt) D‘e(*dﬂ”&m‘az)'

(3) = (c b) ta-(8) Uo= ") Tar (a0 tB)

(W)+ (2) + (3) = (aLe) - arb) Oo+ (eI Oe- (e hTa (& pT a("@)e b

6. La distance d entre la droite (D) d’équatioé;:—‘?':yzzzZLZ8 et le

pointP(1,-1,-2).

Soit ti(3,2,~2)le vecteur directeur de (D) & (-3,-2,8 un point appartenant a (D)

(D)
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Soit S la surface formée péret MP
s=z+(u0 MP)
= \a D_MB‘(l)
S = |u|OH(2)
1) =(2)> ‘u D_MT:" = |u|OH

Avec MP(4,1,-10
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|a|=m—ﬁ
0 OMP| = (~20+ 2)T+(~8+ 30 ] +( 3 §K
=-18 +22 - K
jaOMP|=(18)° (22" + 8
=+/833
=\17x 49
=717

Ry
17

6| =+ 4+ 4=17
G OMP|= (-20+ 2)T+(-8+ 30 ] +( 3- §k

=-18 +22/ - %
aOMP|=/(18)° +(22° + 8
=./833
=\17x 49
=717
717

H——

V17

H=7

9. On prend 'axe de cylindre comme ai®z) et prenons comme centre de symétrie

I'origine. Ainsi le probléme est de chercher le nemind’inertie par rapport a I'ax@dx)

= I\J;J' (y2 + 22)] ,dxdydz

Posongl psing
z=7z

Et
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y*+ 72 = p?sin®f+ 7

Donc
2mr ch pR )
I, =I0 I_hIODOp(pZS|n20+zz)d6dzd0

=0,[ "dHIOR,Od,OU_hh 0’ sin® 6dz+ j_“h ; d%
h

:DOJ';”ngORp do

Z3
p°sin®fz+—
3 -h

2 R . 2h3
=0 0.[0 dHIO (ths 5|n20+?p]dp

2| R . R2
=DOIO [.[O 2hp? sin® 6?d,0+.[0 3 hspdp} (v 2]
R

dé

0

. 4 2
=0 jz ohsit 8P +2p P~
%Jo 4 3 2

- 3
=0 r 2—hR“sin267+l R W
%o 4 3

2n2hR' (1 cos®
b 27

. hR4‘g_sin2H|2”+
%212 4

o

jdemoj;”%RZde

2

DORZEH
3

0

hR' K

=0, o R Mor =1, =00R| 21
2 3 3

R2
2

|
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CONCLUSION

Nous avons dans ce mémoire examiné les difféerematisens qui ont conduit a la

« suppression » de la geométrie dans I'espace dgrggnme de mathématiques. Nous avons
également souligné son importance et expliquétgscts négatifs de son omission, surtout pour
les étudiants de premiere année de l'universit@iSNespérons ainsi attirer I'attention de tout un
chacun (éléve, enseignant, ...) sur la nécessitégpecter le programme officiel et de remettre

enfin la géométrie dans I'espace a sa place pagraltres chapitres.

68




Mémoire de fin d’étude

BIBLIOGRAPHIE :

.« Aide mémoire de mathématiques supérieure » MoUgi.

. P. Danco et A. popov « exercices et problemes @gkématiques supérieures »

. N. Efinov « élément de géométrie analytique»

. G. Baranenkov, R. Chostak ; B. Démidovich, V. Efitke ; S. Frolov, S. Kogan, G.
Lountz, E. Porchnéva, E. Chitcheva; A. Yanpolskiegueil d’exercices et de
problemes d’analyse mathématiques »

. Collection E. Riche « Mathématiques nouveaux prnogne tome 2 T.C. et E »
Hatier.

. N. Piskounov « calcul différentiel et Intégral tomhe Edition Mir nouveau.

. programme scolaire.

69




Mémoire de fin d’étude

70




