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Notations et symboles v

Notations et symboles

Abreviations
v.a : variable aléatoire.
1.1.d : indépendantes et identiquement distribuées.
0 : mesure de Dirac au point a.
Arg maxf(z) :argument du maximum de la fonction f.
lim sup f(z) : limite supérieure de f.
Ensembles
(Q, A P) : espace probabilisé,  univers, A tribu sur .
P(A) : probabilité de I’événement A € A.
B(R?) : tribu borélienne de R?.
I, : matrice unité d’ordre n.
At : la transposée de la matrice A
Cy(R?) : ensemble des fonctions continues et bornées de R? dans R.
B(a,r) C R? :la boule ouverte de centre a et de rayon .
FX ={FX} = {0(Xk,0 < k < n) filtration naturelle de X.
Y, :=0(Ys, 0 <k <n) tribu des obsérvations antérieures a l'instant n.
Probabilités
E(X) : espérance mathématique de la variable aléatoire X.
var(X) : variance de la variable aléatoire X.
cov(X,Y) : covariance des variables aléatoires X et Y.
Py (dz) :=P(X € dx), loi de probabilité de X.
mo(z,dz’)  =P(X,41 € d2'|X,, = x) noyau de transition de X, 1 sachant X,, = x.
N(p,0?),  :loi gaussienne de moyenne y et de variance 0.

Ula; b] : loi uniforme sur [a; b].



vi Notations et symboles

Filtres
n : instant courant de temps.
Xn : siganl inconnu a estimer.
Y, : signal observé.
Vi, : bruit blanc dans ’équation d’obsérvation Y,,.
Wi : bruit blanc perturbateur dans I’équation d’état.
Sw : puissance du bruit perturbateur, sy = EW,,2.
Sy . variance du bruit générateur sy = EV,,2.

p (dx)  :le filtre prédit a I’horizon n.

pn(dx) e filtre optimal a 'horizon n.

rx : fonction de corrélation de X.

En . erreur d’estimation.

Y,..0 : vecteur signal observé de 0 a n.

X0 : vecteur signal inconnu.

Ton : vecteur (ro,...,Ty).

T1n : vecteur (r1,...,7,).

B : vecteur filtre optimal a 'instant n.

Y’ : vecteur transposé ( vecteur ligne) de Y.

RX : matrice de covariance de X9, RX = E[X,.0X),] -

RY : matrice de covariance deY,.o, RY = E[Y,.0Y/,].
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Contexte et historique

Depuis quelques decennies, la plupart des recherches en probabilités appliquées est
axée sur les équations différentielles stochastiques, les controles optimaux stochastiques
ou encore sur les filtrages linéaires et non linéaires de signaux. Parfois, on mélange ces
themes principaux pour résoudre des problématiques particulieres. Entre autres, dans les
problemes financiers, la résolution du controle optimal necessite une resolution d’équations
aux dérivées partielles et donc par approximation, une résolution d’équations différentielles
stochastique [BENSOUSSAN,1984], [FUJISAKI,1980], [FUJISAKI,1981].

Dans cette these, on étudie particulierement le probleme de filtrage d’un signal. Le si-

gnal a étudier est un processus non obsérvable. On dispose d’un signal obsérvé mesuré per-
iodiquement par un ou plusieurs capteurs. Dans la modélisation, un systeme d’équations
différentielles stochastiques représente ’équation d’état et I’équation d’obsérvation comme
dans [PARDOUX,1981], [PARDOUX,1991].
Etant donnée un processus d’obsérvations {Y;, ¢t € R*}, le probleme de filtrage consiste
a extraire des informations a propos d’un processus d’états {X;, t € RT} cachés sous ja-
cents. Il s’agit donc d’extraire des informations utiles d’un ensemble de données entachées
de bruits indésirables.

Historiquement a l'origine, les filtres en traitement de signal, reposaient sur des tech-
niques fréquentielles et sur la notion de coupure en détruisant a la fois bruit et signal
utile. Les filtres de Weiner ont été les premiers travaux dans ce domaine[ROSSI, 2004] ; il
s’agit des filtres linéaires qui minimisent une intégrale de ’erreur entre le signal utile et
le signal estimé, en 1949.

En 1958, apparaissaient les filtres de Kalman [ALAZARD,2006], [ENZO et al.,2010],
[PETIT,2011]. Des filtres basés sur des modeles ou tout est gaussien. Ces travaux de
Kalman traitaient des processus en temps discret a dynamique linéaire de loi gaussienne
entachés de bruits gaussiens. Bucy en 1961, les a développé pour les processus en temps
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continuROTELLA,2003]. Dans ces modeles gaussiens, le filtre de Kalman-Bucy était
exactement le filtre optimal. Dans la construction, le filtre est récursif et peut étre ap-
pliqué a des processus non stationnaires.

Stratonovich commencait les travaux sur les filtrages non linéaires dans les années 60
qui etaientt complétés par Kalliampur et Strebel [PARDOUX,1991] en 1967, Zakai en
1969 [ROSSI et VILA,2003], Fujisaki et al. en 1972[FUJISAKI,1980], [FUJISAKI,1981]
, Yor en 1977 et encore Pardoux en 1991 [PARDOUX,1991]. Ils commencaient par de
modeles non linéaires gaussiens.

Kalliampur montraient ’existence d’une mesure absolument continue au filtre avec
laquelle on construit récursivement le filtre en introduisant la formule de Bayes.
Zakai a établi une équation aux dérivées partielles en association au filtre optimal.

Fukisaki travaillaient sur les filtrages en temps continus et controles optimaux.
Pardoux avec les équations différentielles stochastiques retrogrades resolvaient le probleme
de filtrage avec ’équation de Zakai.

En 1990, Crisan et al. introduisait les filtrages particulaires [CAMPILLO,2006],
[DEL MORAL et al.,2006], [DUFLOS,2011]pour les processus non-linéaires a bruits quel-
conques. Del Moral et al [DEL MORAL et al.,2006] developpaient ces filtrages particu-
laires. Campillo [CAMPILLO,1986]dans sa these, résolvaient le filtrage non linéaire par
approximation de Gauss Garlekin dans la resolution numérique des équations aux dérivées
partielles.

En théorie une solution existe analytiquement mais n’est pas tres explicitée pour pou-
voir I'exploiter convenablement. Avec 'avancée technologique en informatique, la reso-
lution approchée par des méthodes de simulation, entre autres les méthodes de Monte

Carlo [LAPEYRE,1993|, [TOURNERET,2007], [DEL MORAL,2008] joue un role princi-
pal dans les validations des théories.

Le filtrage se présente sous plusieurs aspects :

— En traitement de signal [ANNEXE C] [JUTTEN,2010], la transmission d’informa-
tions n’est jamais parfaite. Le filtre est déterminé par une fonction, en général,
linéaire qui, appliquée aux observations, donne une estimation du signal voulu.

— En mécanique classique, dans la poursuite d’une trajectoire [BREHARD, 2006],
[GUECHTI, 2010], le filtrage est appliqué pour controler la trajectoire d’un mobile
dans son évolution. Avec du bruit d’observation, le filtre est déterminé par une loi
de distribution a chaque instant de I'estimateur de la position du mobile. Cette loi
peut étre caractérisée par ses parametres statistiques, la moyenne et la variance,
comme dans le cas les bruits suivant une loi gaussienne, ou par une fonction densité
dans le cas plus général.

Le filtre obtenu est effectivement estimé compte tenu des perturbations dans les mesures.
On a donc intérét a considérer un filtre optimal dans le sens ou l'erreur quadratique
moyenne entre sa loi exacte et sa loi approchée soit le moindre possible : c¢’est le principe
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de MMSE! [Le GLAND, 2011].
L’erreur d’estimation est évaluée par sa variance ; le critere d’optimalité du filtre est d’avoir
la variance minimale.

Le filtrage présente plusieurs formes comme linéaire ou non, a bruits avec une loi
de distribution connue particulierement gaussienne ou non, avec un systeme dynamique
continu ou non et bien d’autres. En tout cas, méme si le systeme évolue en temps continu,
le filtrge est traité en temps discret.

Problématiques et motivations

Le theme principal de cette these est le filtrage non linéaire de signaux. Des develop-
pements du point de vue théorique et algorithmique de filtrage sont exposés. Les points
essentiels étudiés sont :

— le probleme d’existence et de construction de solution théorique du filtre optimal.
Il s’agit de construire, tout en restant dans le cas gaussien, le filtre optimal a partir
du théoreme de Girsanov.

— I’étude d’une propriété fondamentale du filtre optimal : I’oubli de la condition ini-
tiale du filtre. Cet oubli de la condition initiale permet d’apprécier les méthodes de
filtrage établies, en particulier pour le filtrage particulaire.

— le probleme de 'appproximation particulaire appliquée au bruit d’obsérvation quel-
conque, en particulier bruit uniforme. Le bruit uniforme est un bruit non informatif.
L’application dans les filtrages particulaires avec les bruits uniformes a une propriété
tres particuliere.

— le probleme de mise en ceuvre des filtres prédits et corrigés dans le filtrage bayesien.
L’oubli de la condition initiale est justifié par application de I'approximation de
Monte Carlo dans la simulation.

— le probleme de régularisation des filtres pour déterminer I’estimation des parametres
ou des commandes. La détermination d’'une commande intervenant dans le systeme
demande des hypotheses plus précises.

— le probleme d’application du filtrage de Julier et Uhlmann au modele a bruits d’ob-
servation quelconque. Le bruit d’observation est approximé par un melange de bruits
gaussiens.

Cette these traite des problemes particuliers dans le filtrage et complete les théories
et applications sur les filtrages non linéaires.

1. minimum mean square error
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Organisation du memoire

Le mémoire est organisé en quatre parties :

Un état de I'art sur les méthodes du filtrage non linéaire est exposé a la premiere
partie.
Le premier chapitre est consacré aux méthodes analytiques du probleme de filtrage. En
particulier, le filtrage de systeme paramétré et le systeme de filtrage de systeme commandé
sont introduits.
Le second chapitre concerne les différentes methodes numériques classiques de filtrage non
linéaire. Nous rappelons en particulier les filtrages de Kalman et ses variantes, les filtrages
particulaires et ses variantes en particulier le filtrage par noyau de convolution.

La deuxieme partie développe le theme principal de la these. Des cas de filtrages non
linéaires particuliers sont étudiés. Des hypotheses particulieres sont avancées et des solu-
tions sont proposées.

Le troisieme chapitre développe une théorie sur 'existence de solution optimale dans le
cas gaussien et étudie le cas de modele a bruit d’obsérvation uniforme.

Dans le pratique, les filtres de Kalman et les filtres particulaires sont adaptés pour le
filtrage non linéaires. La perturbation par des bruits blancs uniformes des obsérvations
est un phénomene particulier et son adaptation est assez simple. Le filtrage par noyau de
convolution ameliore les approximations particulaires.

Le quatrieme chapitre consiste a étudier 'oubli de la condition initiale du filtre. Il s’agit
de mesurer la différence entre deux filtres deduits de deux différents états initiaux, a un
horizon assez lointain. Dans ce memoire, cet oubli peut se traduire par la mesure dans L*
de cette différence ou la mesure de la variation totale. Nous allons montrer I'oubli de la
condition initiale dans les différentes méthodes de filtrage.

La troisieme partie est consacrée aux applications et simulations. Nous étudions des

applications comme la poursuite de la trajectoire, la commande optimale d’un engin vo-
lant ou encore l'estimation parametrique. L’oubli de la condition initiale est appliquée
dans les simulations.
Les théories sont vérifiées par des applications sur des phénomenes classiques de filtrage.
La discretisation dans l'implémentation entraine des situations compliquées. Des pro-
cedures dans Scilab 5.4.1, dans R et dans Maple sont utilisés pour les simulations des
trajectoires des filtres optimaux et leurs stabilités.

La quatrieme partie concerne les annexes complétant des définitions et théories non
développées dans les précédentes parties. Il s’agit

— Des méthodes de Monte-Carlo de chaines de Markov,
— Des chaines de Markov cachés,

— Des filtrages statistiques en traitement de signal,
— Des articles publiés dans MADA-Enelsa.
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Introduction de la premiere partie

Le filtrage consiste a estimer ’état d’un systeme dynamique a partir d’obsérvations
partielles bruitées. En ’absence de bruit sur I’équation d’obsérvation, on peut reconstruire
directement toute la trajectoire de X; avec des hypotheses adéquates.

En présence de bruit, on traite le probleme de filtrage par une reconstitution de la
trajectoire de X, sachant les obsérvations qu’on dispose ou par une détermination de la
loi de trajectoire de X; sachant la trajectoire des processus d’obsérvations depuis l'instant
initiale.

En général, les signaux sont analogiques. Un traitement numérique au niveau des cap-
teurs est nécessaire dans I’étude. La discretisation du signal obsérvé se fait dans un espace
de dimension au plus a celle du signal non obsérvé et la non linéarité du modele d’obser-
vation ne permet pas d’avoir I’estimation par inversion. Des informations a priori sur le
signal caché assurent 'existence et l'unicité du filtre. Un critere de minimisation est in-
troduite [Le GLAND, 2011] et la propriété markovienne du signal caché est indispensable.

Des extensions du filtrage peuvent étre étudiées selon le cas :

— le lissage consistant a extraire de 'information a I'instant n, a partir des données
observées au-dela de l'instant n

— la prediction consistant a prédire la valeur d'une quantité d’interét a l'instant
n+ 7, 7 > 0, connaissant cette quantité jusqu’a l'instant n inclus.

On dispose donc,
— d’une part, une équation d’état d’'un processus X,, non observé,

— d’autre part, une équation d’observation ou a chaque instant n, on receuille une
observation Y,, représentée par une fonction h(X,,) de I’état X,, et d’un bruit additif :

Y, = h(X,)+V, (1)

On suppose également que les caracteristiques statistiques du bruit de mesure V,, sont
connues.

Le but est d’obtenir le plus d’informations possibles sur 1’état du systeme X, soit :

— en utilisant le filtrage de Kalman pour déterminer un estimateur X, de X, a chaque

instant n,
— en utilisant le filtrage particulaire pour déterminer la loi conditionnelle de X, sa-
chant les obsérvations Yi,...,Y,,.
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La mesure de I'état d’un systeme est en général impossible, pour différentes raisons
entre autres, l'absence de matériels adaptés aux mésures. On fait alors des mesures ob-
servables a partir des capteurs qui sont évidemment liées a 1’état du systeme non obsérvé
au cours du temps.

Le signal obtenu est en général perturbé par d’autres signaux d’origines inconnues
supposeés aléatoires.

Le filtrage est une opération qui consiste a estimer ’état d’un systeme dynamique a
partir d’observations partielles et bruitées : on cherche a chaque instant n a estimer la
vraie valeur de X,,, a partir des obsérvations Yi,...,Y,,.

L’ estimation optimale de X, est naturellement E(X,|)),). Le filtre optimal est defini
par la loi de probabilité de cette estimation.

On établit une relation de récurrence pour le filtre avec un algorithme qui permet le
traitement dans 'immédiat a chaque mesure obsérvée. On décompose le traitement en
deux étapes :

— une étape de prédiction ou la loi prédite est :
i (dx) = P(dx € X,|Va-1) = P, (dalVa 1),
— une étape de correction ou la loi corrigée, qui est le filtre optimal, est :

pn(dx) = P(de € X,,| V) = Px,, (dz|Vy)..

Ces étapes permettent de construire un algorithme récursif tel qu’a l'instant n — 1
avec 'obsérvation Y,,, on peut obtenir pu,(dz) sans reconsidérer ), i, c’est a dire que
I’algorithme tourne au ”temps réel”.

Cette décomposition necessite une structure markovienne du signal X,, non obsérvé.

En général, la théorie sur 'existence du filtre ne permet pas d’avoir une expression
analytique du filtre. Dans cette partie, nous allons exposer les méthodes classiques de
filtrages non linéaires. Il s’agit des filtrages de Kalman et des filtrages particulaires. Leurs
algorithmes sont présentés avec des hypotheses dans leur mise en application.

Un chapitre sur la résolution du filtrage en général montre les constructions des
différents modeles en particulier, les modeles non linéaires paramétrés et les modeles
non linéaires commandés. Des adaptations des méthodes de filtrage sur les modeles sont
dévéloppées.



Chapitre 1

Méthodes analytiques de filtrages
non linéaires

Sommaire
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1.2 Modélisation du probleme de filtrage ............... ... i,
1.2.1 Modélisation de la mesure d’état ............... ... ... ...
1.2.2 Modele de mesure d’obsérvation ...........................
1.2.3 Modele a temps discret ......... ..ottt
1.3 Filtrage dans des modeles particuliers ............................
1.3.1 Filtrage dans un modele de diffusion .......................
1.3.2 Filtrage dans un modele général markovien ................
1.3.3 Filtrage avec une loi initiale a densité ......................
1.4 Filtrage non linéaire de systéme paramétré .......................
1.4.1 Modélisation en temps discret ................ ... oo,
1.4.2 Modele d’état linéaire parametré...........................
1.5 Filtrage non linéaire de systeme controlé .........................
1.5.1 Modélisation en temps discret ................ ... oo,
1.5.2 Modele d’état linéaire controlé ............. ...,
1.6 Conclusion .......oiniiiiiiii i i i ittt it e

1.1 Introduction

Un processus aléatoire X, en général n’est pas obsérvé d’autant plus qu’il est entaché
de bruit aléatoire. Un signal Y,, obsérvable contient X,, sous une forme explicitée par une
fonction. Ce signal est aussi perturbé par un bruit. L’idée du filtrage est de détérminer la

loi de X, conditionnée par Y, = o(Y7;...,Y,), la tribu des obsérvations.

On dispose des obsérvations Y7, Ys, ... a des instants ¢, t,, .. ..
On veut suivre les évolutions d'un état caché X = X ().

Dans la construction du modele on a :

— un processus d’état X, avec un état initial X, défini par une loi initiale.
— une dynamique sur I’état X} définie par une loi de transition.

9
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— une relation état-obsérvation définie par une loi de proposition

Le probleme de filtrage est modélisé par un systeme d’équation d’état et d’équation
d’obsérvation.
La résolution du probleme de filtrage se déroule en deux étapes :
Une étape de prédiction ou on estime X,, a partir des obsérvations Yi,...,Y,,_; et on a la
loi prédite par

w,, (dx) =P(X, € dz|YV,—1) = Px, (dx|Vn-1).

Une étape de correction ou on corrige la loi prédite au vu de I'obsérvation y,, et la loi
corrigée est :
tn(dx) = P(X,, € dz|V,) = Px, (dz|V,).

Pour que le filtre optimal soit récursif, il faut et il suffit que le systeme soit markovien
conditionnellement a ’obsérvation [BERNIER et al.,1994].

1.2 Modélisation du probleme de filtrage

1.2.1 Modélisation de la mesure d’état

En considérant X, € R? I’état initial, h : R? — R? un champ vectoriel. La dynamique
de la variable d’ état est définie par une équation différentielle :

S0 = FX(W), X(0) =20 (L)

La solution, si elle est unique, est représentée par une trajectoire : X : R* — R¢

Les trajectoires mesurées ne correspondent pas vraiment aux solutions analytiques de
I’équation. Des effets aléatoires viennent se superposer a la trajectoire. On introduit un
processus aléatoire perturbant le systeme (1.1).

dX
T (0) = FX0) + o (X 1)E) 12)
ot £(t) est un bruit blanc!, dérivée temporelle du processus de Wiener.
dW
) = £(t
Wity =

On obtient une équation différentielle stochastique appelée équation de Fokker-Planck.

dX () = F(X(£))dt + o(X (£))dW (t) (1.3)

Sous certaines hypotheses, cette équation admet une solution unique au sens faible [PARDOUX,1991]
exprimée sous la forme d’intégrale stochastique :

Xt:x0+/0tf(Xs)ds+/Oto(Xs)dWS (1.4)

En général, I'équation d’état est de la forme :
dx
dt

1. voir ANNEXE C, variable aléatoire d’espérance nulle

(t) = f(t, X (t), W(t)) ou W; est un bruit blanc.
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La fonction f n’est pas en général connue mais le processus X () a toujours une structure
markovienne. Cette propriété est essentielle dans le traitement récursif du filtrage.

Dans la suite, on admet que le bruit blanc est additif. Il est issu de perturbations
aléatoires dans I’évolution de X (¢) et sa matrice de covariance est connue.

1.2.2 Modele de mesure d’observations

Soit X; un signal markovien, que I'on ne peut pas obsérver directement. On observe
le processus Y; perturbé par un bruit blanc d’obsérvation 7, supposé étre la dérivée d'un
processus de Wiener V; dans R¥, éventuellement corrélé avec X;.

On suppose que : H une fonction mesurable et bornée de R* x R? dans R¥ et
7 une fonction continue et bornée dans R”.

En général, le processus d’obsérvation Y; evolue dans un espace de dimension inférieure
a celle de I'espace d’état : k < d.

K:[H@&MHWMM@ (1.5)

Y (0) = yo ,nulle en général
Et le processus de Wiener est tel que :

) =)

Sous forme d’équation différentielle stochastique, on a :
dY; = H(t, X3)dt + 7(X)dV; (1.6)

Plus précisement sous forme d’intégrales stochastique :

t t
Vi—ut [ HsX)ds+ [ r(xav, 17)
0 0

t
On peut poser h(t) = / H (s, Xs)ds et supposer que V (t) un bruit blanc additif indépendant

0
de X; causé par les perturbations sur les mesures d’obsérvation.

L’équation d’obsérvation est de la forme :

Y, = h(t, X,) + V(1)
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1.2.3 Modele a temps discret

Des équations (1.3) et (1.7), on obtient le systeme d’équations différentielles stochas-
tiques [PARDOUX,1981]

dX, = f(X,)dt + o(X,)dW,
dY, = h(t, X,)dt + 7(X,)dV,

Le filtrage consiste a estimer de facon recursive 'etat caché {X;,¢ > 0} au vu d’observa-
tions {Y;,t > 0}.

Dans la suite, les mesures sont réalisées periodiquement et le systeme d’équations
différentielles est approximé par un systeme d’équations recurrentes.
Plus précisement, on a le systeme :

Xn1 = f(Xy) +o(Xn)W,
Y, = h(X,) + 7(X,)V,
De plus, on fait I’hypothese d’additivité des bruits blancs gaussiens i.i.d :
Xn+1 = f(Xn)dt + UW-Wn ou Wn ~ N(O, Id)
Y, = h(X,)dt + oy.V,, ou V,, ~ N(0, I1,)

Plus simplement, ’equation d’état est

X1 = f(X0) + W, Wy ~ N(0, 0 1), n € N. (1.8)

W, est indépendant de la chaine {X,,, n € N} et f est une fonction non nécessairement
linéaire.
Comme f est mesurable, la chaine est, par définition, markovienne.

Plus précisement, I’état du systéme non obsérvé X = {X,;n > 0} est une chaine de
Markov & valeurs dans I'espace mésurable (R?, B(R?) est de loi initiale pg et de probabilité
de transition m, ,

P(X, 41 € do| X, = 2') = m,(2; dz)

oll pour toute fonction test mésurable bornée g : R — R

B Lol X, =] = [ gta)m(vido)

mem:/gwmw»

Rd
Dans la pratique, la chaine de Markov est considérée homogene, c’est-a-dire que
m, = m, la loi de transition ne dépend pas de n.

A chaque instant n, on veut calculer la loi conditionnelle de X,,, connaissant Y},
0< k<n.
pn(dz) = P(X, € dx|V,)
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Y, est la filtration des obsérvations Y, 0 < k < n.
On peut supposer que cette loi conditionnelle admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue dans B(RY).

De méme, on admet comme équation d’observation

Y, = h(X,) + Vi, n>1 (1.9)

1.3 Filtrage dans des modeles particuliers

1.3.1 Filtrage dans un modele de diffusion

La variable d’état X, prend ses valeurs dans R? et générée par 1’équation différentielle
stochastique :
dXt == b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th (110)

W est un bruit blanc gaussien et X; n’est obsérvée qu’a travers un processus d’obsérvation
tel que :
Y = h(Xy) + Vi

V; est un bruit blanc supposé i.i.d de W, et h; est une fonction mesurable.

L’équation différentielle stochastique (1.10) est mise sous la forme intégrale stochas-
tique :

t t
Xe=27 +/ b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dWs. (1.11)
0 0

ou chaque composante est
Xi=27 +/ b (s, X,)ds + Z/ 0ii(s, X )dWi.

L’existence et I'unicité de la solution? pour I'équation (1.11) sont conditionnées par :
b et o sont des fonctions continues et il existe K < 400 tel que :

L |b(t,z) = b(t, y)| + [o(t,z) — o(t,y)| < K|z —y]
2. |b(t,x)| + |o(t,z)] < K(1+ |z|)
3. E(Z?%) < 40

De plus cette solution vérifie, pour tout 7' < 0, dans l'intervalle [0, 7]

E [ sup \XS\Q} < 400
0<s<T

Comme cette solution n’est pas obsérvable, la meilleure estimée de X; sachant

Y, = {Y,; s <t} est la moyenne conditionnelle E[X;|),] et le filtre optimal est défini par

sa mesure de probabilité telle que :

pour une fonction test mesurable bornée ¢, on a :

e o(x) pe(dr) = Elp(X:)| V]

2. La solution est appelée diffusion
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de densité telle que
pe(@)dz = pu(de)

Dans la discrétisation, on donne une approximation du filtre dans I’espace de mesure de
probabilité.

Le lemme suivant montre I'association de ’équation d’état (1.10) avec un opérateur
aux dérivées partielles,

Lemme 1 (formule d’ito) f est une fonction deux fois continument différentiable et

X(¢) :X(0)+/0 b(s,X(s))dS~|—/0 o(s, X(s))dW(s)

ou Wy est un mouvement brownien standard. Alors

A (1, X (1) = ﬁﬁm»www%%mm%www%%xmd

o(t, X(t))g—i(t, X(t)).dW (t)

Dans le cas multidimensionnel

LX)+ 3o X)X )

d 2
(o5, X (5))o (5, X () ]y et

mxw:mxm+f

“Ox; x;

(s, X(s ))] ds

d_ -t
=30 [ 2L X oo, X ()b

On peut donc associer a 'équation (1.10), un opérateur aux dérivées partielles du
second ordre, appelé générateur infinitésimal [BERNIER et al.,1994] du processus de dif-
fusion X, :

d

Li=5) a 8% 3% iZb avec a; = o(t, ).o(t, )". (1.12)

’L]f

La solution du probleme de filtrage non linéaire est alors donnée par la solution de
I’équation aux dérivées partielles stochastique :

dqi(z) = Lig(x)dt + q;(z)hidY; (1.13)

En général, la solution de cette équation différentielle est obtenue numériquement. Si ¢,
est solution de (1.13), la densité du filtre non normalisée est
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Plus précisement, pour la prédiction, de 1’équation de Fokker-Planck

apt (SC)
ot

= prt(a:)

, on obtient la densité prédite p,;
Pour la correction, on obtient la densité par normalisation

pn(l‘) = ann(x)p;
ou ¢, est une constante de normalisation et
() = [y — halo)
n\T) = €XP oA Yn n\T

la fonction de vraisemblance de 'estimation de X,, sachant )),.

1.3.2 Filtrage dans un modele général markovien

Considerons le systeme tel que I’état non obsérvé X = {X,,;n > 0} est une chaine de
Markov homogene & valeurs dans I'espace mésurable (RY, B(R?) est de loi initiale uq et
de probabilité de transition 7 ol pour toute fonction mésurable f : R? — R+

E[f(Xn41)[ Xy = y] = /f m(y; dz) (1.14)

La loi initiale est définie par :
B (X)) = | Fle)nda) (1.15)
R
L’obsérvation est un procéssus tel que :

Y ={Y,;n>0}Y,=nX,)+V,,n>0.

h est une fonction mésurable de R? dans R¥ et V' = (V,,;;n > 0) est une suite de variables
i.i.d de loi commune v(dz), le bruit blanc de I'obsérvation non nécessairement gaussien.

Supposons que la loi commmune est a densité fy : v(dx) = fy(z)dz

La loi prédite et la loi corrigée sont déterminées par 'application de la formule de
Bayes. Avant cette application, introduisons les lemmes suivants :

Lemme 2 La loi de Y,, sachant Y, _1 est donnée par :

Py, (dy|Vor) = U fily — b))z (d) | dy
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Preuve

En effet, si ¢ est une fonction test mesurable bornée, et comme V,, est indépendante

de (Xna yn—l)

O(h(Xn) + Vo) V1)
¢ ) Xn,vn)(d$,dv|yn—1)

) + ) fv(v)dvop, (dx)

- [ / el = b)) ()| dy

Lemme 3 La loi conditionnelle de (X,,Y,) sachant Y, _1 est donnée par :

Px, vy (dr,dy| V1) = fv(y — h(z))w, (dr)dy

E(é
L.

/ (h(x) + )P (dz|Vn_1)Pr. (dv)
Rd JRd

/ o(h

Rd R‘i

Preuve

En effet, si ¢ est une fonction test mesurable bornée, et comme V,, est indépendante

de (XTH yn—l)

E(Cb(Xn; Yn)|yn—1) = E(Cb(Xnv h(Xn) + Vn)|yn—1)
_ / | 6w (@) + P (da, dol Vo)

= [ [ ota.h@) + o), (doly,os Py, (d0)
R JRA
= [ [ otwno) + ) (0)don, ()
Re JRd
= [ 1] ot sty = e o) dy
R¢ [JRA
On a la proposition suivante sur la prédiction et la correction d’apres la formule de Bayes :

Proposition 4 La loi prédite Px, (dx|Y,-1) de X,, sachant les obsérvations jusqu’a l'ins-
tant n — 1 est :

,, (dx) = / (s da) pp 1 (da'). (1.16)
R4
La loi corrigée Px, (dx|Y,) de X,, sachant les obsérvations jusqu’a l'instant n est :
() = Co fu (Yo — ()i (da). (1.17)

C,, est une constante de normalisation

telle que : C,, = /]Rd fv (Y — h(2)p, (dx)
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Preuve

si ¢ est une fonction mesurable bornée,
BO Do) =B | [ o)X )P
/ Oy (s i ()
Rd JRe
On a effectivement la loi prédite (1.16)
i () = / (&5 A2 (d2')

R4
Avec la formule de Bayes, on a
Pix, voyldr,dylYr = y1,..., Y01 = yYn1) =

= ]PJYn(dqu =Y. .. 7Yn—l = yn—l) X ]P)Xn(dx’}/l =Y, 7Yn—l = yn—an = yn)

D’apres le lemme 2 et le lemme 3,
fv(y = h(2)Px, (dze[Y1 = y1,. .., Y1 = Ypo1)dy =

[ fvly = h@))Px, (de'Yi = yrs e Yooy = y) | dy X P (deYir = g1, Yo = y)
R

DOHC, ]P)Xn<d$7 dy|Y'1 =Y, 7Yn71 = Yn—1, Yn = yn) =
_ fV(y_h<x))]P)Xn(dx|§/1 :yla"'ayn—l :yn—l)
[/ fvly — h(iC/))PXn(dl’/\Yl =Y,y Yool = Yn-1)
R4

Ainsi, la loi corrigée (1.17) est telle que

— ) (de)
/ Fo (Yo — ') (da)

1.3.3 Filtrage avec une loi initiale a densité

Supposons que la loi de la condition initiale Xy admet une densité po(x). La loi prédite
iy (dx) est telle que : pour toute fonction test ¢ mésurable bornée,

H(X1)] /¢ 2)pi (dz) = /¢ e

et py (dx) = po(x)dx = py (v)dx

Avec le systeme,
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E [¢(X1)[D1] = E [o(f(Xo) + Wo)[I1]

[ Sy )

De méme pour la loi corrigée (dz)

dz.

E[f(X1)|1] = / faoym(dn) = | f@) ]J:val - 517);’0((15))
R R4 (Y, — z o Vi

fv(Y1 — 2)po(x) _
fv(Y1 — 2" )po(a”)da’

Et u1(dx) est a densité telle que py(z) =

Rd
Par récurrence, supposons que la loi corrigée p,—1(dz) = p,_1(x)dx donc a densité,

La loi conditionnelle prédite admet donc une densité telle que :

py, (dz) = p,, (2)d
pal@) = | fwle— F@)puala)ia (118
R
De méme, la loi conditionnelle corrigée admet une densité telle que :

:un(dx) = pn(m)d:p
Sy (Yo — h(x))p, (x)

p(z) = (1.19)
g fr(Yy = h(z"))p, (2')da’

A partir de la condition initiale de densité py,
Sv (Y1 — h(z))po(x)
o = h(@)pol) e’
R

pi(z) =

En général, les densités des filtres n’ont pas d’expressions analytiques simples d’autant
plus que h est non linéaire et la détermination du filtre se fait numériquement méme si
po et fi sont gaussiennes

Dans la suite, par application des constructions des filtres optimaux, considérons les
modeles contenant des parametres inconnus. Il s’agit de déterminer a la fois les parametres
et les filtres optimaux.
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1.4 Filtrage non linéaire de systeme paramétré

Les équations d’état et d’observation peuvent contenir des parametres inconnus 6
comme dans le modele ARMA [ANNEXE C] sur I’équation d’état. Le filtrage consiste a
estimer a la fois les variables d’état non obsérvés X, et les parametres inconnus constants
6. On pourrait directement estimer 6 par une statistique 7'(0) et appliquer les methodes
classiques de maximum de vraissemblance ou de minimum de variance.

Les étapes de prediction et de corréction dans le filtrage exige I'inséparabilité des deux
estimations.

On introduit alors une loi a priori 7y et notons la mouvelle variable d’état par

X: = (Xy,0,).

Le parametre 6 est donc estimé a chaque obsérvation n et cette estimation est utilisée
dans la prochaine obsérvation n + 1.

1.4.1 Modélisation en temps discret

Considérons le modele général avec un systeme d’équation d’état et d’équation d’obsérvation
tel que

X?’H-l = fn(Xnaena5n>
Yn = hn(Xnaenann)

0, est un parametre a estimer et h, une fonction non linéaire caracteristique dans
I’équation d’obsérvation.

€, et n, sont des bruits blancs indépendants de 1’état et de I'obsérvation.
Dans le cas habituel de bruits additifs,

Xn-l—l = fn(Xm Hn) + Wn

V,, et W, sont des bruits blancs non necessairement gaussiens.
Avec la nouvelle variable d’état augmenté X? = (X,,,0,), on modifie le systeme en :

Xg-i-l = fn(Xg) + W,
Y? = h,(X?) + V,

Avec la loi a priori my, on obtient une estimation 6y de 6 a 'instant initial.

Le filtre a l'instant initial est po et la condition initiale est (uo, 6p).
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Dans le cas des bruits a densité, le filtre prédit paramétré par 6 est :
! (da) = P(X}) € dal¥n) = | fuwlw = fala")p_(de).de (1.20)
R
Le filtre corrigé paramétré par 6 est :

— D (x)) 1, (dr)

1l (dr) = P(XP € dx|Y,) = fv(Ya
/Rd Jo (Yo = (@) " (d’)

(1.21)

Le filtre optimal est alors défini par

1o (dz) = P(X,, € dz|V,) = /

R4

P(X € de|Yn).mo(df) = /R i) o (a9).

L’estimation 6,, de 6 A Dinstant n est obtenue par ’équation :

~

Xn«kl = fn(Xru en)
ot Xpi1 = E(Xns1|Voi1) et X, = E(X, | V).

1.4.2 Modele d’état linéaire paramétré

Pour le modele d’état supposé linéaire et stationnaire :

Y; =MX,+V,
dX
d—tt :eXt+U.€t

X; € R" est le vecteur d’état du systeme,
0 € R est le parametre déterministe a estimer

gs € RY est le vecteur des signaux aléatoires inconnus qui viennent perturber directe-
ment 1’équation d’état du systeme a travers une matrice d’entrée M, .,

Y, € RP est le vecteur des mesures d’observation,

Vi € RP est le vecteur des signaux aléatoires, bruit des mesures, qui polluent les me-
sures Y.

M est une matrice p X n et ¢ un réel.

Sans bruit de mesure d’état, on a l'intégrale de 1’équation différentielle linéaire du
premier ordre

x = exp(0(t — 1o))y,

x; est la trajectoire de référence ou la trajectoire nominale.
Comme les mesures d’observation se font en temps discret, considérons le systeme d’équations

Y, =MX,+V,
Xn+1 = HXn + Wn
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Par application de la section précedente, le filtre prédit parametré est tel que :

pl(de) = | fwle — 0.2l (do).dx (1.22)
R4

et le filtre corrigé parametré est :

(Yo — M:c)u;e(d:z:)

il (dx) = (1.23)
[ ot = M)
R4
On obtient le filtre optimal par :
pn(dz) = / 1l (da).mo(dB). (1.24)
R4

L’estimation 6,, de 6 & l'instant n est telle que :
Xns1 = 0,.X,0.

X, est Pestimation de état & Vinstant k définie par E(Xz|)k).
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1.5 Filtrage non linéaire de systeme controlé

Considérons un systéme dynamique tel qu’a chaque instant ¢, on applique un controle *
Ug.
u; est une variable déterministe.

On a le systeme de I'équation d’état et de I’équation d’obsérvation :

dz
dt
Yt = ht(%; TIt)-

= filzy_1,us,64), t >0, xo est connue.

— x; € R? variable d’état non obsérvée.

— 1 € R¥ variable d’obsérvation obsérvée.

— &; bruit blanc du modele d’état.

— 1 bruit blanc du modele d’obsérvation.

— u; € C, C R variable de controle dans un compact C,,.

Comme la variable de controle est déterministe et connue a chaque instant, on peut
considérer le systeme équivalent,

duy _
dt
Y = ht<xt777t)

ft(xt,l,at), t >0, oy est connue.

ol ft(, ) = fi(.,us,.) est une fonction non linéaire et on peut appliquer les méthodes
de filtrage non linéaire.

En général, le controle est déterminé suivant un critere d’optimisation. On considere
alors un probleme en boucle fermée ou les controles sont pris au cours du temps et dépend
des obsérvations faites par le systéeme au cours de son évolution.

On introduit une fonction cout definie entre deux instant ¢y et ¢ telle que
t
J(t,u(t)) =E [/ F(s,x,(s),u(s))ds + G(s,x,(s)) (1.25)
to

Pour tout instant ¢, le controle u; est une une variable aléatoire.
L’objectif est de déterminer les trajectoires x,«(t) ou le controle optimal est défini par

u*(t) = argergin J(t,u(t))

U est ensemble des controles admissibles.

3. ou commande
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1.5.1 Modélisation en temps discret

Le systeme dynamique décrit 1’évolution du processus periodiquement. Il en est de
meéme pour le processus d’obsérvation.

Considerons le systeme d’équations :

Xn = f(Xn—b Uy, Wn)
Yn - h(Xna Up, Vn)

et la fonction cout associée a chaque période est

n—1

ng(Xk,Uka) +Gn(Xn) |, 0< 7 <n.

k=j

Jp(u) =E

Contrairement aux problemes en boucle ouverte ou les décisions peuvent étre prises a
priori avant que le systeme n’évolue, c¢’est a dire que la commande est la méme quelque
soit la réalisation, entre deux obsérvations, on considere .une stratégie* pour déterminer
I’estimation de X,,.

Notons alors X,, = E[X,|Y1,. .., Yo, uk, ..., u,) avec (n — 1) < k < n.
La fonction cott & minimiser est :

In(u) = ZLk(Xk,uk), 0<j<n.
k=j

L. est une fonction associée a gy.

La commande optimale est telle que : u* = (uj, ..., u;),

Jp(u*) = min J(u)
uelUn—J
Une situation fréquente est la suivante :
Pour maintenir X,, proche de la trajectoire nominale x,, on peut définir la commande
optimale :

n
(... up) = argmin Y _ [Jzf — X, |
UjyeenyUn k:]
La commande optimale est introduite dans le systeme d’équation dynamique d’état et
d’équation d’obsérvation.

Remarques

On peut ne considérer que les décisions antérieures assez proches du temps de ’obsérvation.
L’interét de la commande optimale dans le probleme de trajectographie est le pouvoir de
mieux controler ’évolution du systeme dynamique et de mener 'engin a s’approcher le
plus pres posible de la trajectoire prédefinie.

4. une suite de controles
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Le noyau de transition est tel que :

Tp(z;da’") = P(X 41 € d2'| X, = )

Pf(X,)+ W, € d2'| X,, = 2]
P[f(z) + W, € d2']
fw

(") da!

A partir du systeme
Xn _f( nl»un)—i—W
Y, =h(X,,u,)+V,

et d”apres (1.16), la loi prédite est telle que :

po(dz) = | fw(z = f@pnr(da’) = | fulz = f(@',w0))p-1(d2”).

R4 R4

de méme d’apres (1.17), la loi corrigée est telle que :

b dn) (Ve — (e (dr)
/fv R )[R = B ) )

La commande u,, est estimée a partir de la relation :
olt X,, est Pestimation de 'état X, & I'instant n obtenue du filtre optimal p,,(dz).

Dans la pratique, le filtre u,, est une mesure a densité.

1.5.2 Modele d’état linéaire controlé

Avec un modele d’état supposé linéaire et stationnaire®, on a le systéme :

Yt = C.’Et + Dut + vy
dCCt
dt
xy € R" est le vecteur d’état du systeme,

= Ax; + Buy + Mwy

u; € R™ est le vecteur des entrées déterministes et connues (commandes,...),
C' est une matrice p X n et D est une matrice p x m.
A est une matrice n X n et B est une matrice n X p.

wy € R? est le vecteur des signaux aléatoires inconnus qui viennent perturber direc-
tement 1’équation d’état du systeme a travers une matrice d’entrée M de dimension n X q,

5. définition & 'annexe A
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yr € RP est le vecteur des mesures,

vy € RP est le vecteur des signaux aléatoires, bruit des mesures, qui polluent les me-
sures Y.

Sans perturbation, et dans le cas des entrées déterministes u; sur un horizon fini
t € [to; t1], la solution de 'équation dynamique est telle que, avec des conditions initiales
Ty -

xy = exp(A(t — to))xy, + / exp(A(t — 7)) Bu,dr

to

x; est la trajectoire de référence ou la trajectoire nominale.
Yy = C.Tt + Dut + vy

Comme dans le cas non linéaire, on détermine a chaque instant, la commande optimale
et on 'introduit dans le modele discret de filtrage.

Xn = A.Xn,1 -+ B.Un,1 —+ Wn
Y, =CX,+Du,+V,

La densité du filtre prédit est telle que :
pe@) = [ fwle = A’ = Baty)pas(a)de'
R
La densité du filtre corrigé est telle que :
fv(Y, — Cax — D.uyq)p, (x)
(Y, —Ca — D.un,l)p;(:v’)da:’.

pa(z) =

La commande a l'instant n est déterminée par :
Da, =Y, —CX,

ou Xn est I’estimation de X,,.
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1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, dans la modélisation du probleme de filtrage, la structure marko-
vienne du processus d’état non obsérvable se présente sous deux formes différentes : soit
on connait exactement 1’équation d’état dans laquelle le bruit est aussi connu, soit on on
connait son noyau de transition. Les bruits de mesure d’état et de mesure d’obsérvation
sont les principaux facteurs dans la détermination du filtre.

Nous avons considérer deux méthodes analytiques :

-d’une part le probleme de filtrage non linéaire est associé a un probleme d’équations
aux dérivées partielles [PARDOUX,1981].Dans le modele de diffusion, avec la formule
d'Tto, Pexistence et I'unicité de la solution sont justifiées avec des hypotheses bien adaptées.
Le filtre est une solution de I’équation aux dérivées partielles stochastiques.

-d’aure part, le filtre est calculé directement a partir des lois de distribution des bruits.
Cette solution parait idéale mais le filtre n’a pas de formes tres explicites méme dans le
cas ol la condition initiale a une loi a densité.

Les deux approches nécessitent des calculls numériques pour pouvoir étre exploitées.

Ces calculs analytiques peuvent étre appliquées en filtrage non linéaires de systeme
paramétré ou de systeme controlé. Les différentes méthodes numériques sont choisies en
fonction de leurs facilités d’adaptation pour chaque situation.

Dans le chapitre suivant, nous énoncons le filtrage de Kalman pour un systeme linéaire
gaussien. Les résolutions de ses extensions dans les systemes non linéaires sont basées
sur des approximations. Dans le cas plus général de filtrage non linéaire, les méthodes
particulaires sont introduites.
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Méthodes numériques de filtrages
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2.1 Introduction

En théorie, 'existence du filtre optimal peut étre vérifiée par différentes méthodes
mais en général, il n’existe pas de solution explicite. Des méthodes numériques sont utiles
dans les applications. Dans ce memoire en particulier, il s’agit du filtrage de Kalman , du

filtrage particulaire et du filtrage par noyau de convolution :

- Le filtrage de Kalman, 1'une des premieres methodes de resolution de probleme de
filtre, est utilisé dans beaucoup de domaines et son application ne présente pas trop de
difficultés. Ce filtrage présente quand méme de defaut dans son adaptation. En effet, il
exige I’hypothese de gaussianité de la loi initiale et des bruits. A I'origine, il etait limité a
des sytemes linéaires. Une extension sur des systemes non linéaires est adaptée avec des

hypotheses supplémentaires.

27
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- Le filtrage particulaire est une methode bien adaptée pour des systemes non linéaires
et sans condition de gaussianité sur les bruits de mesures. Il a la particularité de gérer
des particules pour déterminer le filtre optimal défini par sa loi de probabilité. L'un des
defauts du filtrage particulaire se trouve dans le probleme de convergence. En effet, les
particules divergent rapidement pour un systeme a bruits faibles.

- Le filtrage par noyau de convolution est une méthode particulaire qui est adaptée a
des systemes a bruits faibles. Cette méthode est basée sur la théorie des distributions et
des estimations paramétriques et non paramétriques.

2.2 Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman [ALAZARD,2006], [ENZO et al.,2010] permet de donner un es-
timé de I’état du systeme a partir d’informations a priori sur ’évolution de cet état et
de mesures réelles. Il est utilisé pour estimer des conditions initiales inconnues, dans
le probleme balistique, dans la prédiction des trajectoires des mobiles [GUECHI, 2010]
[MASCARILLA,2004], dans le probleme de trajectographie, dans la localisation d’un en-
gin par un radar ou un sonar [GIREMUS,2005], [COLLIN et al.,1999] et également dans
I” implantation des lois de commandes fondées sur un estimateur de I’état et un retour
d’état [RACICOT et THEORET,2005] comme dans le probleme commande quadratique
gaussienne.

Les bases de traitement de signal sur lesquelles repose le filtre de Kalman seront
également utiles dans beaucoup de domaines entre autres la détermination expérimentale
de certains parametres du modelel BREHARD, 2006].

L’objectif est d’estimer le vecteur aléatoire X,, a partir des obsérvations Y7,...,Y,, de
facon optimale et récursive. Avec le critere du minimum de variance, il s’agit de calcu-
ler la distribution de probabilité conditionnelle du vecteur aléatoire X,, sachant Y7,...,Y,,.

Le filtrage de Kalman se deroule en deux phases : la prédiction et la mise a jour :

— la prédiction utilise I’état estimé de I'instant précedent pour produire une estimation
de I'état courant.

— la mise a jour avec les observations a l'instant courant est appliquée pour corriger
I’état prédit dans le but d’avoir une estimation plus précise.

Le filtrage de Kalman traite uniquement le modele linéaire ou tout est gaussien. Les
filtres prédits et corrigés sont gaussiens et il suffit de calculer les parametres pour la loi
corrigée :

-la moyenne

X = E[X,| )] (2.1)

-la matrice de covariance

P, =F [(Xn ~ X)X — Xn)f|yn] (2.2)
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On définit également les quantités suivantes du filtre prédit :
-la moyenne

X_ = E[Xn|yn—1] (2~3)

n

-la matrce de covariance

n

P-=E [(Xn ~ X)X — Xn)tyyn_l] (2.4)
En fait, les covariances conditionnelles sont indépendantes des obsérvations

Py =E (X, — X.)(X, — Xn)f] ot P- =E [(Xn ~ X)X — Xn)t] L (25)

2.2.1 Filtre linéaire gaussien
On considere une suite d’états non obsérvable {X,,,n > 0} a valeurs dans R?, vérifiant
la relation de recurrence
Xoy1 = Fppn X + fop1 + Gupi W (2.6)
La suite de bruits {W,,,n > 0} est a valeurs dans R%.

{Y,,,n > 1} est une suite d’obsérvations a valeurs dans R? vérifiant
Y, =H,X, +h,+V, (2.7)

De plus, on fait les hypotheses suivantes :

— la condition initiale X est gaussienne , de moyenne X, et de matrice de covariance
Qo

— W, est un bruit blanc gaussien, de matrice de covariance Q"

— Vj, est un bruit blanc gaussien, de matrice de covariance QY

— les suites {W,,} et {V,,} et X sont mutuellement indépendantes.

On a le lemme suivant pour le vecteur (X, Y,) :

~—~

X, Y,)} est un processus aléatoire gaussien a valeurs dans

Qn QY ]

et de matrice de covariance (Qz = [ oYX QY
n n

Lemme 5 La suite {U, =

R¥P et tel que E(U,) = [

n

1<

n

En supposant que QY > 0, la loi de probabilité conditionnelle de X, sachant Y, est
gaussienne N (X, S,) telle que :

QT (Qn) T (Y — V) (2.8)
Qn — @ (@) Q7" (2.9)

X
S

Preuve

Les moyennes de X, et Y,, sont déterminées par :

X,
Y,

E
E[Y,] = H,E[X,] +h, +E[V,] = H,X,, + h,
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De meémes les variances de X, et Y,, sont déterminées par :

QT)L( =E [(Xn - Xn)(Xn - Xn)t}
=E [(Fu(Xp-1 — Xpo1 + G Wo) (B (X, _1) + G, W]
= F,E [(Xn1 — Xn 1) (X1 — X } F* + G E [W,W}] G\ +
+ F.E [(Xpo1 — X)WL G+ Gn]E (W (Xno1 — Xn1)'] Fy,
= FQn 1 Fy + GaQ) G,

Q, =E[(Y, = Y,) (Y, = Y,)]

=E [(Ho(Xp-1 — Xoo1 + Vo) (Ha(Xpor — Xpon) + VY
= H,E [(Xoo1 — X)) (X1 — Xot)'] HL + E [VVE] +
+ H,E [(Xoo1 — Xoo) VY] +E [Va( X1 — Xo1)f] HY,

— nQXHt + QV

La matrice de covariance de X,, et Y,, est telle que :

Q" =E[(X, - X,)(Y, - Y,)]
=E [(Xn — X)) (H (X, — X)) + Vn)t}
=E [(X», — Xo) (X, — X,)'| H + E [(X,, — X,,)V]
— QXHt

En posant X,, = X,, — X,,, < );” ) est un vecteur aléatoire gaussien tel que
n

cov(f(n, Y,) =0. Xn et Y, sont indépendantes et Xn est une fonction de Y,,.

Soit ¢ € Cy(R,

Et

=

n) = cov(X, — Xn)
= cov(X, — X — Q1 (@) (Ya = 12))
=Qn —20,7(Qn) QT + Q@)
— QX _ QXY(QY)—IQYX

cov(
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On a donc, d’apres le lemme 5 : Dans I’étape de prédiction, avec I’équation (2.6), compte
tenu de l'indépendance de W, et la tribu ), _1, la moyenne estiméé du filtre prédit est

~

Xn_ =K [Xn‘yn—l]
=E[F. X1+ fn+ G Wa|Vn 1]
= FLE [ Xy | Vua] + fu
= FXpo1+ fa

et I'estimation de la variance du filtre prédit est
Py =E[(X, — X.)(Xy — X0)! [ Voei]
=E [(X» — X)) (X, — X»)']
= Fan—qui + GnQrVLVsz
=F,P,_ F'+G,QVG"

Dans 'étape de correction avec 1'équation (2.7), on introduit le processus d’innovation
avec la nouvelle obsérvation Y,

Zn - Yn —-E [Yn|yn—1]
, compte tenu de I'ndépendance de V,, et la tribu ),

Zn - Yn - (Hn]E [Yn‘yn—l] + hn + E [Vn|yn—1])
=Y, — (H, X + hy)
= H, (X, — X )+ V,.

Z, apporte les nouvelles informations de Y,, par rapport aux observations passées J,,.

Lemme 6 Le processus {Z,} est un processus gaussien a valeurs dans R? de moyenne
nulle et de matrice de covariance , indépendant de la tribu )V, _1.

Q% = H,P, H. +QV (2.10)

Preuve
En effet, compte tenu de I'indépendance de V,, avec (X, — X,
Qn =E[2:7,]
= E |(Hy(X0 = X)) + Va) (Ha (X = %) + V3|
= HE (X, - X)X, = X, HE+E [Va(X, - X)) HL+
+ HE [(X, - X,V +E VY]
=H,P, H.+Q,.
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Et on a aussi E[(X, — X;).Z!] = P, .H".
Les informations contenues dans {),,_1,Y,} et dans {}),_1, Z,,} sont identiques.

Notons le gain de Kalman
Ko = Py [P+ QY] = Pt (7] e.11)
On a la moyenne du filtre corrigé :
X =E[Xo| Vo] = X + K[y — (H X + hy)] (2.12)
et la matrice de covariance du filtre corrigé
P,=E [(Xn — X)) (X, — )_(n)tD)n} P,=1[I—-K,H,|P, (2.13)
En résumé, on a 'algorithme du filtre de Kalman :

Initalisation
XO == ]E[Xo}
Qo = cov(Xp)
Prédiction
X; = Fan,1 + fn
P, =F,P,  F! +G,QYG"
Innovation (équation 2.10)

Zy = Hy(X, — X))+ V,
QF = H,P,H, +Q,

Gain de Kalman (équation 2.11)

K, = Py H, Q]
Correction (équations 2.12 et 2.13)

X, = X; + K[V, — (an(; + hy)]
P, = [] — Kan]Pn_

On a aussi les relations de recurrence suivantes :

Xo=FoXo 1+ fot Ku[Yy — HyFp. X1 — Hy . fry — B (2.14)

P, =[I — K,H,[F,P,_F! + G,QVG"] (2.15)

Le filtrage de Kalman est adapté uniquement au systeme linéaire gaussien. Une extension
est établie sur un modele non linéaire gaussien. Toutefois, la non linéarité ne doit pas étre
forte et les fonctions dans le modele doivent étre différentiables localement pour pouvoir
faire une linéarisation avec les developpements classiques.
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2.2.2 Filtre de Kalman étendu

Le filtre de Kalman est adapté pour les filtres linéaires gaussiens. Dans le cas non
linéaire, dans 'extension du filtre de Kalman, on linéarise par une approximation fonc-
tionnelle le systeme [ROSSI, 2005].

Considérons le systeme non linéaire gaussien [LAFARGE,2009] tel que :

{Yn = ho(X,) + Vi (1)
Xn+1 = fn<Xn)+gn(Xn)Wn (2)

V,, représente le bruit de mésure, bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q) .
L’état X, du systeme dynamique (2) n’est pas obsérvé et son équation d’évolution est
perturbée par un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q! et, de condition ini-
tiale X, gaussienne N (X, Qo).

Les bruits {W,,}, {V,,} et la condition initiale X sont mutuellement indépendants.

Le critere d’optimalité est de minimiser la variance de l'erreur d’estimation donc de
déterminer la loi conditionnelle de X,, sachant })),,.

Soit une suite déterministe Z,, dans R?, solution approchée du systéme, appelée tra-
jectoire nominale. Les fonctions f,, et g, sont supposées dérivables. On linéarise f, et
gn autour de z,, autour des développements habituels et on approxime

fn(m) = fn(fn) + 6L7c7z(fn)(ac - fn)a

9n(x) 2= gn(Tn)

Il en est de méme pour h,, autour de z,,

() = h(F0) + Vo (E) (@ — Z)
On obtient le systeme linéarisé suivant :

Xn+l = Fn(Xn - fn) + fn + Gan

ol fn(i‘n) = fn’ Fn = 6fn(a_;n)a Gn = gn(fn>’ Hn - 6h’rl<5(_:n) et hn(j;n) = Bn

En notant, X,, = X,, — T, fn = fu — Ty et W, = G, W,
on a un nouveau systeme linéaire :

Les bruits {Wn}, {V.} et la condition initiale Xo = Xy — xp sont mutuellement

indépendants. La condition initiale est gaussienne N (Xo — Zo, Qo) ]
W, la perturbation aléatoire est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance QY.
Dans le cas gaussien, seules la moyenne X, = E[X,|),] et la matrice de covariance

{Yn = H,X,+h,+V, (3)
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R, = E[(X, — X,,))(X, — X,,)!] sont nécessaires & la définition de cette loi.
Pour la prévision, .
Xn— = E[Xn’ynfl]

R, =E[(X, - X ,)(X, - X,-)]
On construit le processus d’innovation défini par I'information apportée par Y, par rap-
port aux obsérvations passées YV, 1 : I, =Y, — Y- ot V- = E[Y,|),4].
L’innovation est donc : I, =Y, — (H,Y,- + hy).
Le processus I,, est un processus gaussien & valeurs dans R¥, en particulier I, est un vec-

teur aléatoire gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance QL = H, R, H: + QY
indépendant de ), 1. Et on a le théoreme :

Théoréeme de Kalman-Bucy[PARDOUX,2006]
Si la matrice de covariance QY est inversible pour tout n € N, alors les processus X et
R,, sont définies par les équations suivantes :

Prédiction

Corréction

>

R,=[-K,H,) R,
ol le gain de Kalman est la matrice K,, = R, H! [H, R, H. + QY] = RoH [QF] !
avec les initialisations :
Xy = Xo— Ty = E[Xo] — Zo, Ry = Qi
Le gain matriciel de Kalman K, est a déterminer de facon a fournir une estimation X,

optimale au sens de 'erreur quadratique moyenne.

Plus précisement, pour la phase de prédiction on linéarise ’équation d’état autour de
Xk-1

Xn = f(anl) + g(anl)anl

= f( n—l) + Fn—l<Xn—l - Xn—l) + G(n—lI/Vn—l

et pour la phase de correction, on linéarise I’équation d’observation autour de X,

Y, = h(X,)+V,
~ (X)) + Hy(X, — X))+ V,
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out H, = Vh(X;)

et on a l'algorithme du filtre de Kalman étendu pour le filtrage non linéaire gaussien :

Initialisation

X(] ~ N(XO7 QO)
Prédiction

Fn—l = 6]0()2”_1)

anl = g(anl)

Xn_ == f(Xn—l)
P{ = nfan,lFTi_l + anlQrvzv—lG:L—l

Innovation

H, = Vh(X,)
Q7 = H,P, H}, + Q,

Gain de Kalman

K, = Py H,[Q]

Correction
X, = X + K[V, — h(X])]

P, =[I — K,H,|P;

On définit ainsi 'erreur a posteriori : e, = X,, — X,,
avec sa matrice de covariance p, = Ele,e’].

De méme on définit l'erreur a priori e, = X,, — X,
ainsi que la matrice de covariance de Perreur a priori : p;, = Ele;, (e;,)"].

L’application du filtrage de Kalman en systéeme non linéaire gaussien nécessite la
dérivabilité locale des fonctions d’état et d’obsérvation.

L’approche par filtrage particulaire peut résoudre ce probleme mais avec des hy-
potheses plus précises.

Le filtrage particulaire est une méthode basée sur la théorie des mesures de probabilité.
Sa convergence dépend des lois classiques des grands nombres et du théoreme de la limite
centrale.

Comme dans le filtrage de Kalman, les phases de prédicion et correction apparaissent
encore dans le filtrage particulaire mais avec les phases de mutation et pondération et en
général avec une phase de selection.
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2.3 Filtrage particulaire

Le filtrage particulaire est une méthode numérique de filtrage adaptée aux cas de
modeles non linéaires munis des bruits non-gaussiens.

I est parfois difficile, voire impossible d’établir explicitement les filtres optimaux.

L’idée du filtrage particulaire [BAEHR,2009], [BEROZZI,2003] est d’approximer a
N

chaque instant n, le filtre pi(z) par une suite de loi discrete pp (z) = Zw,iégi(x), ot §
=1

est la mésure de Dirac.

Dans cette méthode, dite méthode de Monte Carlo séquentielle, les étapes de prédiction
et correction sont représentées par des systemes de particules &, ot & ~ pi(x) . A chaque
simulation, pY (&) = wi est le poids de la particule &L.

Il se peut que dans la simulation, des particules ont des poids w}, tres faibles ou presque
nuls et ne peuvent plus contribuer a 'approximation. Cette dégénerescence de particules
implique une redisrtribution. Les particules de poids négligeables devront étre remplacées
par duplication des particules de poids plus importants non négligeables. On procede alors
a un regroupement de particules dans une région d’état pour ralentir la dégénerescence.
Une rédistribution des particules de poids plus importants est nécessaire pour compléter
le nombre total des particules. Cette redistribution ne doit pas se faire sur un petit nombre
de particules sinon on perd I'idée de convergence! de la méthode.

On peut considérer un réechantillonnage multinomial : & partir des particules &}, ..., &Y
avec les probabilités w}, ... ,wd, on fait un échantillonnage de N particules de poids %

Cela revient a multiplier les particules les plus importantes.

2.3.1 Formules de Bayes

Les formules de Bayes permettent de déterminer les densités conditionnelles en fonction
de la densité conjointe et des lois marginales.
Considérons une variable aléatoire X & valeurs dans R? et de densité px, i.e

E¢(X) = . ¢(x)px (z)dz Yo € Cy(R?)
R
Par définition, la densité conjointe pxy de X et Y est telle que V¢ € Cy(R? x R?)

Bo(X.V) = [ [ oleoprr(enidsdy

1. loi des grands nombres
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On définit la densité conditionnelle de X sachant Y = y, notée px|y—, telle que :
Vo € Cyp(RY)

BN =1 = [ o@hpxiyoy(a)da
o o(x)pxy (7, y)dr

/ pxy (7, y)dy
Rd

Et

pX,Y x,y pX,Y €,y
Pxiy oy (&) = (z,y) _ (z,9)

py(y) /Rd pX7y(a7,y)d:L“

. Py |x=2(y).px () _ pyix=2(Yy)

Px|y=y(T) = v (0) = o) px(z) (2.16)
Yix=2(Y)
XY:y(x) = dd . x,y (z,y)dy (2.17)
. / pxy(z,y)dr /de

2.3.2 Echantillonnage d’importance

L’échantillonnage d’importance est une étape nécessaire dans le cas ou la loi est diffi-
cilement simulable voire impossible. Une autre loi connue et qui est plus facile a manier,
intervient dans la simulation. Le choix de la loi de remplacement, en général, est justifié
par le fait d’avoir une variance plus petite.

Considérons une loi p(x) absolument continue par rapport a une autre loi p(x)
p(x) = 0= p(z) = 0.

Bo(Y) = [ o) pla) do = [ ote) B o) o

Si on simule un N-échantillon &', ..., &N & partir de la loi p(x), alors on peut avoir l'ap-
proximation par la méthode de Monte Carlo

Ep(X) = 3 wio(é)

ol & ~ j(x) et w' = p(&)/H(E).

Dans ce contexte, si on dispose d’'un N-echantillon (£%,1 < ¢ < N) de la loi & priori
px, avant toute observation, on a l’approximation :

pxcle) = p¥(e) = Y deo)

ot & ~pyx, (V1<i<N)
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Apres obsérvation de Y, d’apres la formule de Bayes (2.17), on obtient une approxi-
mation de la loi a posteriori telle que :

Px|y=y(T) = px|y ZW O¢i( (2.18)

4 PY\X:gi(y) .
ol w' = — , (V1<i<N)

anx:gj (y)

2.3.3 Filtre particulaire ou bootstrap

La base du filtrage particulaire [DEL MORAL et al.,2006] est de déterminer des ap-
proximations du filtre prédit et du filtre corrigé, sous la forme :

w., (dx) = Px, (dz|YV,_1) Zw _ X (551 (x)dx

pin(dz) = Px, (dz|V,) ~ Zw X Oei (a

A chaque instant k, on détérmine des suites (Wi, & Yet (wh, &), i =1,...,N, par echan-
tillonnage d’importance.

Avec le modele : { ?n — ?E))?Z)j:‘}é;)

Xo ~ po(dz), W, ~ pw(w)dw et V,, ~ py(v)dv et notons les densités prédite et

corrigée par :
N
= Zw;_ X 0gi ()
i=1 "

N
x) = Zw; X Ogi ()
i=1
En utilisant la formule recurrente du modele d’état, on obtient le filtre SIS? :

Filtre SIS

Dans I’étape de prédiction, les particules sont obtenues directement sans difficultés.

i (e i i
& = f(&_y,wy,) avec w;, ~ pw (w)dw
ol — . lisati : . t
L’étape de corréction correspond a une normalisation avec une introduction de 1’obser-

vation Y,, = vy, :
i n 1pV( (gl))

Z Wn v (Yo — 1(E3))

2. Sequential Importance Sampling
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En général, les poids sont assez faibles et les particules ne peuvent plus contribuer a
I’approximation.
Une redistribution des particules est nécessaire avant la prédiction : c’est le principe du

filtre SIR 3.

Filtre SIR

Avec les particules obtenues, on passe a une étape de selection, c’est a dire avec un

réechantillonnage, on choisit £ | parmi (£ _,,..., &Y ) en fonction des poids (w} ,,...,w

Cette étape de selection est conditionnée par le parametre
N = 1 e [1,N]

=1

qui représente le nombre efficace des particules.

Quand N¢// est proche de N, alors les particules sont d’égale importance.
En général, ce n’est pas le cas et on doit redistribuer les particules pour avoir des poids

tres proches de —.
P N

La redistribution se fait selon la loi multinomiale qui élimine les particules de poids
négligeables en faveur de celles qui apportent plus de contributions dans ’approximation.

La prédiction est une étape de mutation,

AL

&, = f(&_1,w;,) avec w;, ~ py(w)dw
éﬁhl sont les particules sélectionnées apres I'obsérvation de Y, 1 = 9, _1.

La corréction est une étape de pondération en introduisant I’observation Y,, = vy,,
telle que

pv(Yn — h(fz))

n: N

> pv(ya — h(&)

j=1

~.

La dégénérescence des poids peut étre résolue par une redistribution de Kitagawa, consis-
tant a construire une suite arithmétique de raison 1/N de N nombres telle que le premier
terme est simulé selon la loi uniforme U[0, ~].

Cet algorithme a une complexité de I’'ordre de N mais n’est pas toujours efficace la plupart
du temps; les particules peuvent s’éloigner et sortent dans la zone d’interét.

3. Sampling Importance Resampling
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2.3.4 Résolution par filtrage particulaire

Considérons le systeme d’équations stochastiques :

X, = fi( X _ W,
t ft( t—1, Ug, t) (2‘19)
}/t = ht(Xt,Ut,‘/;)
— X, variables d’état
— wuy variables de controle déterministes dans un compact C,,
— Y, variables obsérvées
— W, bruit blanc de mesure d’état de densité py
— V4 bruit blanc de mesure d’obsérvation de densité py
Considérons le systeme équivalent :
X, = fi(Xe1, W,
t f t( t—1 t) (2.2())
S/l; ht (Xt7 ‘/t)

ou fi(.,ur,.) = fi(,.) la fonction dans le modele d’état et hy(.,us,.) = hy(.,.) dans le
modele d’obsérvation.

On suppose que le bruit d’obsérvation est additif ¢’est-a-dire le le modele d’obsérvation
est :
Y = h(Xy) + V4

~

Dans l’étape de mutation : £ = f(&._|) + wi F(Enets ) + 0,

et le filtre prédit est approximé par :p;, (x Zw - X 551 ()
. — t — (&
L’étape de correction est : w! = np v (g h(é”n)) = np v (g = &, tn)
va(yn - h(f%)) ZpV(yn - h( %a un))
j=1 j=1
1

En calculant le nombre de particules efficaces : N¢/J =

N
> )
=1

on passe a I’étape de redistribution des particules pesantes : &'

Le filtre optimal est alors approximé par : p,(z Z w,, X 5€

Une étape de régularisation de la densité du filtre donne

La commande wu,, utilisée a 'instant n est déterminée dans 'équation : y,, = h(Z,, u,).

=E(X,|Vn) = /Rd x.pnN(x).dm
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est I’état estimé par le filtrage par noyau de convolution.

Si les bruits sont trop faibles, le filtrage particulaire peut diverger.[ROSST et VILA,2003].
Une régularisation des filtres par la méthode des noyaux de convolution est une étape
nécessaire pour mieux controler les particules.ICette méthode est aussi appliquée pour
réduire les erreurs d’estimation des parametres.

2.4 Filtrage par noyau de convolution

Lorsque les bruits d’obsérvation et d’état sont faibles, il y a dégénérescence des par-
ticules et le filtrage particulaire diverge. Le filtrage par noyau de convolution consiste
a régulariser le filtre estimé obtenu des particules par une densité continue et permet
d’éviter la divergence du filtrage.

Si X, est la variable d’état non obsérvable a l'instant n et (Y1 = yp,...,Y, = y,) la
suite de variables obsérvées suivant la loi y1) , on considere la variable Z,, = (X,,,Y1,...,Y;)
suivant une loi pZ.

Si les lois sont & densité telles que uZ(dz) = pZ(z)dz et p}(dy) = p)(y)dy, par
définition la densité du filtre optimal, d’apres la formule de Bayes, est telle que :

p (l‘) — pg(x7y17"‘7yn>
" Y (Yis - Yn)

On estime la densité du filtre par la méthode de I’histogramme. On construit une esti-
mation de la densité a partir de 'approximation discrete de la mesure. Cette régularisation
est le principe du filtrage par noyau de convolution [ROSSI et VILLA, 2004].

La méthode de Parzen est une généralisation de la méthode d’estimation par histogramme
des densités.

Dans I'application du filtrage particulaire, une étape de régularisation est introduite
soit apres l’echantillonnage du filtre optimal, le filtrage par noyau de convolution post-
régularisé, soit apres ’echantillonnage du filtre prédit, le filtrage par noyau de convolution
pré-régularisé.

Le filtrage par noyau de convolution [CHEN et al.,2012] est aussi le mieux adapté pour
I’estimation de parametres inconnus dans le modele d’état.

2.4.1 Noyau de convolution

Soit €2 un sous ensemble ouvert de R et soit f une application intégrable de {2 dans R
associée a une distribution et x une fonction a support compact de €2 dans R.

Le produit de convolution de f et x est une fonction f,{(a:) de €2 dans R telle que :

) = | Flwt —w)ao (2.21)
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En notant k,, la fonction translatée de x en =,

(VweQ), ky(w) =k(z —w), (2.22)
Et on a,
fol@) =< [ kg >= / f(w)kg(w)dw (2.23)
Q
Par définition, une approximation de 1'unité est une suite () dans L'(R?)
telle que

sup lor(x)|dr < 4+00
k>1 JRd

/ or(z)dr =1 pour tout k > 1,

Rd

(V a>0), lim lox(z)|dz =0
P21 S ylyl> )

Proposition 7 La suite () est une approximation de ['unité telle que :
— Pour toute fonction mesurable bornée g et pour tout point de continuité xq de g, la
suite (¢r * g)(xo) converge vers g(x).
— pour toute fonction uniformément continue bornée g, la suite (x * g) converge
uniformément vers g.

— Pour toute fonction g € LP,;1 < p < 00, la suite () * g) converge vers g dans LP.
Preuve
Soit g une fonction mesurable bornée,
du(an) = (9 x 9)an) — 9(20) = [ Tglan — ) = glo)] en(w)dy
R

Pour construire des approximations de 1'unité, on se donne une fonction ¢ intégrable

sur R? telle que / @(x)dr =1 et on considere la suite (¢y) définie par :
R4
or(x) = kp(kz) k> 1.
Avec le changement de variable y = kx, on obtient les propriétés de I’approximation
de l'unité.

On peut donc construire une approximation de 'unité par d’apres proposition sui-
vante :

Proposition 8 Si ¢ est une fonction continue positive a support compact sur R? telle
que :

z# 0= p(x) < p0),

on(T) = (/Rd w(y)”dy> R ()"

est une approximation de ['unité.

la suite @, telle que
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Par définition, un noyau K est une application de R — R, bornée, positive,
symétrique, intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue et d’intégrale 1.

Un noyau de Parzen-Rosenblatt est un noyau vérifiant :

lim ||z||K(z) =0

||| =00

Lemme 9 L’estimateur f,, associé a K de la densité f des variables aléatoires X4, ..., X,
mdépendantes identiguement distribuées, est

o) = i 30 K [ = (6, e )o), € B
n o 4—1 n

h, est le parameétre de lissage lié an .

n

E Ox, est la densité empirique obtenue en régularisant la mesure empirique
t=1

1

Hn = —
n

1 .
des Xq,..., X, luti —K|—|.
es Xi,..., par convolution avec i (hn)

Preuve

De l'echantillon (X7,...,X,), on régularise la mesure empirique représentée par un
histogramme par la densité :
n
Hn = Z Ox;
i=1

Si K est un noyau de Parzen-Rosenblatt associé a la densité a estimer f, notons,

1
Ky, (y) = h_dK <hﬁ> Le produit de convolution de K}, par j, est

n

)0 = [ (552) Do o

1 n x—Xt
- e > K5

t=1
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Noyaux usuels

Les noyaux généralement utulisés sont obtenus dans la théorie d’approximation numérique
de fonction.

Noyaux polynomiaux

K(y) = P(y) pour |y| < C, ou P est un polynéme, K(y) = 0 pour |y| > C
— noyau unité K(y) =1, si |y| <1
— noyau d’Epanechnikov [DEHEUVELS, 1977] K(y) = 1 — 1.5y2, si |y| < 1

3
— noyau de Legendre d’ordre 1 : K(y) = §(3 —5y?), lyl <1
15
— noyau de legendre d’ordre 2 : K(y) = 38(15 — T0y? + 63y*), si Jy| < 1

Noyaux de Gram-Charlier

2

1
En général, K(y) = P(y)e 2

! , P étant un polynome.
1 1 ,
~ noyau normal : K(y) = (27) 2e 2"
1 1
1 .9
— noyau de Gram-Charlier d’ordre 1 :K(y) = 5(3 —yH)(27) 2e 2"

2

1 1
1 —_ =
— noyau de Gram-Charlier d’ordre 2 : K(y) = g(y4 — 10y + 15)(27) 2e 2"

Noyaux de Laguerre
En général, K(y) = P(|y|) exp(—|y|), P étant un polynome,

1
— noyau de Picard : K(y) = 3 exp(—|y|)

1
— noyau de Laguerre d’ordre 1 : K(y) = {éyQ —3ly| + 3} exp(—|yl)

N —

Noyaux divers
92r=2T ()2
m(2r — 1)(1 +y?)"

— noyau de Cauchy d’ordre r : K(y) =

— noyau triangulaire : K(y) =1 — |y|

1

1
— noyau de Fourier : K(y) =7n""'| —siny
Y

noyau cosinus : K(y) = cosy, |y| < o

2.4.2 Estimation par noyau de convolution

L’histogramme est considéré comme un estimateur non-paramétrique de densité [BILAL,2010).
On partitionne l'intervalle de référence en N-intérvalles Iy, k € {1,..., N} et on compte
le nombre d’obsérvations dans I;. L'histogramme est régulier si les intervalles ont la méme
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amplitude. Cette amplitude est appelé la granularité h ou le pas de I’histogramme.

Quand le nombre d’obsérvations tend vers I'infini et quand la granularité tend vers 0,
on peut construire I'estimateur d’une densité de probabilité f telle que :

| X
) =5 D PN (z

k=1
ou I;, est la fonction caractéristique de I'intervalle Ij.

Dans un histogramme, la densité en un point = est donc estimée par la proportion
d’obsérvations x1,...,xy dans le voisinage de x. Un rectangle ou une fenétre dans I’his-
togramme en x a une largeur dérterminée selon un parametre de lissage h ou largeur de
la fenétre.

Par construction, 'estimation est discontinue. La méthode du noyau consiste a rem-
placer le rectangle centré en x et de largeur h par une courbe gaussienne centrée en x et
est adaptée pour une estimation continue. Les valeurs numériques correspondantes aux
obsérvations par la courbe sont fonctions de leurs proximités par rapport a z. Finalement,
I'estimateur est obtenu par la moyenne de courbes gaussiennes.

L’estimateur a noyau converge plus vite que d’autres estimateurs. En effet, la vitesse
de convergence n~'/5 est plus faible que la vitesse typique des méthodes paramétriques,
généralement n .

La méthode de Parzen Rozenblatt [STRAUSS,2008] consiste a construire une esti-
mation de la densité de probabilité d'une variable aléatoire X a partir d'un echantillon
de n obsérvations indépendantes et identiquement distribuées (z1,...,x,). Un voisinage
pondéré sous la forme d'une fonctionnelle intégrable a 1 est nécessaire dans la construc-
tion de l'estimateur en tout point de 2.

Soit k est un noyau a valeurs dans Rt définie sur  vérifiant :

Aﬁ@uw:1

A partir de k, on peut définir un noyau «j translaté en z € Q) et dilaté d’une largeur de
bande (ou parametre de lissage) h > 0, par :

(vueQ),ﬁi(u):%“(u;x>

fulz) = L Z k(T — ;) (2.24)
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La plupart des noyaux couramment utilisés en analyse fonctionnelle sont monomodaux,
symétriques et centrés.
On a aussi,

= % g K (x;)

L’estimation f, en chaque point = € ) peut étre réécrite comme le produit scalaire du
noyau k, avec la mesure empirique e, :

A

fu(T) =< €, Ky >

avec
1 n
= — g O,
n 4 afz(m)
=1

ou ¢,, est 'impulsion de Dirac translatée en z;.

En effet,

< €y Ky > = /Q % Z&Ci(w)ﬁx(w)dw
= %2/ Oa; (W) Ry (w)dw
= Z/ﬁx ;) = fu(x).

L’utilisation pratique de cette méthode requiert deux choses :
— le noyau K (généralement la densité d’une loi statistique),
— le parametre de lissage h.

On peut supposer que I'echantillon est distribué selon la loi normale N '(u; 0?) et pre-

nons
h = 1.066,"°.

Une autre facon d’opérer est de chercher a fixer h de maniere optimale. Prenons

/ Ko
dx+

af{:/xQK(x)dx
Q

La fenétre optimale est obtenue en minimisant la fonction de risque R(f, f (x)) et vaut :

RU7f@) = Joti [ (7"

ou

—2/5 1/5 —1/5
Bt — €y Cy Cj
/5

e = /Q 22K (2)dz, co = /Q K(z)2dz, 3 = /Q (f"(x))%dz.

1/5

ou

Le parametre h est toujours proportionnel a n~
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2.4.3 Filtrage par noyau de convolution

En considérant le systeme d’équation d’état et d’équation d’obsérvation,

2.25

{Xnﬂ = fu(X0, W2)
fn est la fonction d’évolution du modele d’état.
h.,, est la fonction d’obsérvation,
W, est un bruit blanc dans le modele d’état,
V,, est un bruit blanc dans le modele d’obsérvation,
po(dx) est la loi de distribution de ’état inital Xj.

Dans I'application de la méthode de filtrage par noyau de convolution, on a besoin de
pouvoir :

— générer Xy par la loi initiale py,

— générer X, sachant X,

— générer Y,, sachant X,,.

On génere d’abord M- particules de la loi initiale :
557“.75(?4 ~ Ho-
Apres, les particules évoluent suivant le systeme (2.25) avec la loi p; de I'état X; en :
51177@4 ~ H1-
Plus généralement, du filtre optimal g, _1(dz) a I'instant n — 1, on obtient par echan-

M
1
tillonnage la mesure U Z(S@-il(dx) approximative particulaire. On construit le filtre
i=1

M
1
prédit par évolution des particules a partir du systeme (2.25) tel que u,, (dz) = i Z oz (dz).
i=1

Une régularisation de la mesure prédite par un noyau de convolution entraine la me-
sure v, (dx) = Kp, * p, (dz).
Le filtre optimal a l'instant n est obtenue en corrigeant v, (dx) par normalisation telle
que : p,(dx) = V,.v,(dz).

Remarque

L’¢tape de régularisation peut étre considérée aprées l’échantillonnage du filtre optimal
dans le cas de post-réqularisation.

Une autre approche de filtrage par noyau de convolution est d’estimer la densité
conjointe px, vy v, (%, y1,...,yn) et la densité marginale des obsérvations py, .y, (Y1, - - -, Yn)
par des noyaux de Panzen-Rosenblatt.
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Par définition, la densité conditionnelle de X,, sachant Y; = y1,...,Y, = y, est telle
que

_ _ an7Y17---,Yn(x7 Y1, - - 7yn)
7Yn - y”) -
P Yo (Y155 Yn)
Les principes fondamentaux dans ce filtrage par noyau de convolution sont :

px, (@Y1 =y, ..

— l'estimation de px, v, v, et de py,, .y, par la méthode des noyaux de convolution.
— la construction des estimateurs par la générations de(Z,,7,) a partir du systéme
(2.25).

On commence par générer les M-états initiaux z suivant la loi .
Les M-états initiaux évoluent suivant 1’équation d’état dans (2.25) en 7.

On génere ensuite les M-obsérvations g} suivant 'équation d’obsérvation dans (2.25).
On obtient alors M-états dans la loi conjointe :

-1 M =i i
Lo EM avee 2= (T, 01).

On construit alors une approximation particulaire de la mesure de la loi conjointe :

pxy (dz) Z(Szz (dz)

Cette mesure empirique est convoluée avec un noyau L et on a l'estimation de la densité
conjointe :

Pxy(z Z Ly (2 = 2,)

De méme pour l'estimation de la densité marglnale par convolution a un noyau K est

ZKhM Yy— yn

Le filtre optimal py, (x|),) est donc estimé par :

M
Z Ly, (Z - Z;L)

ZKhM Qi,,yn—%)

pT)L(Y( )
PEW, - yn)

pn(x|y17 s ayn) -

i ~i <
avec z — Zh = (v — 2%, y; — U1)
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2.4.4 Resolution par filtrage par noyau

Le filtrage a noyaux de convolution [CHEN et al.,2012], [VILA et al,2009] permet d’es-
timer simultanément les parametres et les états non observés du systeme dynamique en
temps réel en fonction des obsérvations.

Considérons le systeme dynamique :

{Xn—i—l = (Xnagccywn)

" 2.26
Yn hn(Xnaeya Vn) ( )

fn est la fonction d’évolution du modele d’état.

h,, est la fonction d’obsérvation,

W, est un bruit blanc dans le modele d’état de densité fyy,

V,, est un bruit blanc dans le modele d’obsérvation de densité fy,

On veut estimer a 'instant n, le parametre 6 = (6,,6,) et I’ état x,, de X, au vu des
obsérvations Y| = y1,..., Y, = yn.

N

A Tinstant n, on obtient les bruits et les particules avec :
pour le bruit d’état, w, ~ fy (w)dw
pour le bruit d’obsérvation, v, ~ fy(v)dv

et les particules de la loi dynamique de 1’état obtenues par 1’équation d’évolution
P o= f (7§
Ty, fn(‘rn? n717wn—1)

de méme, les particules obtenues par '’équation d’obsérvation
Up = hn(ijw 9721—17 Un)

On traite les parametres comme dans les variables d’état z¥ = (z,,6,,).

M
S KL G —yn) x Kb, (0, — 0) x K} (%, — @)
Pl (2| V) = Al (2, 0)Vn) = = — (2.27)
Z Ky, (ﬂ; - yn)
1=1

On dispose alors,

— d’une loi a priori sur les parametres py(t),

— d’une loi d’évolution des parametres, 6,,1 = 0,
— d’estimation de la densité px, (z|y1,...,yn) et

M
STKY (g — i) x Kf (o — &)
p%n (I’|y17 o ayn> = = M (228)
YKL (=)
=1
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— d’estimation de la densité py(t|y1, ..., Yn)

M
> K (e — G1) < K7, (6 = 67)
pé\i(ﬂyla v 7yn) = =l Y (229)
Z K’gkl (yn o gzl)
i=1

K}~ est un noyau de Parzen-Rosenblatt relatif a 'estimation de Y, K} = celui relatif
a Destimation de X et K celui relatif a I'estimation de 0.

ﬁ(me—I—lv yn-i—l‘yo:n) est un estimateur a noyau de p(xfﬁ-l? yn+1|y0:n)'
Les particules sont initialisées & partir d'une loi & priori de densité p ?(x).
A I'étape n,n > 1, on extrait M-particules selon la loi de densité p,?(z|)),).

A travers I’équation d’évolution du systeme, on propage les particules.

L’estimé du parametre 6 est tel que :

0, =E0|V,) :/t.péﬁ(t\yl,---,yn)dt
R

Finalement, le filtrage par noyau de convolution n’est tout simplement qu’'une régularisation
des filtres particulaires.
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2.5 Conclusion

Les différentes méthodes exposées ont chacune ses particularités. Leurs adaptations
nécesitent des hypotheses bien définies. Il est bien nécessaire de modéliser avant tout le
probleme de filtrage.

Comme le modele est un systeme d’équation d’état et d’équation d’obsérvation, il
est naturel de les établir selon les circonstances. Le filtrage de Kalman est une méthode
d’estimation paramétriques d’un systeme dynamique a partir des mesures perturbées. Il
a non seulement la capacité de prédire les parametres mais la capacité de rectifier aussi
les erreurs dans modelisation.

Le filtrage de Kalman est bien adaptée au systeme gaussien. Il est assez facile a appliquer
dans la pratique et donne en effet une solution analytique du probleme que ce soit linéaire
ou non linéaire. Mais la non-linéarité du modele peut entrainer la multi-modalité de la loi
conditionnelle de I’état sachant I'obsérvation et rend le filtre de Kalman inadapté.

De meéme, si le systeme est fortement non linéaire, le filtre peut diverger.

Dans le cas non linéaire non nécessairement gaussien, le filtrage particulaire est le

mieux adapté. Il consiste a approximer le filtre optimal par une ”peigne de Dirac” de la
N

forme N Z 5524\7 ot £V sont des particules simulées par le filtre méme. C’est un filtrage
i=1
utilisant la simulation de Monte Carlo.

C’est une methode qui repose sur une exploration de I’espace d’état par des particules.
Des particules sont conservées et multipliées et d’autres tout simplement éliminées selon
leurs contributions dans la construction du filtre.

Une grande qualité de cette methode est sa facilité de mis en ceuvre et a son adap-
taption a presque n’importe bruit d’obsérvation, en particulier avec le bruit d’obsérvation
uniforme. Toutefois, cette méthode necessite une connaissance analytique des fonctions de
vraisemblance. De plus, elle demande une nombre assez considérable de particules pour
qu’on puisse espérer une convergence avec les lois des grands nombres et le théoreme cen-
tral limite.

Avec le filtrage particulaire, on peut introduire des régularisations soit au niveau du
filtre prédit et appliquer le théoreme de Bayes, soit au niveau du filtre optimal pour
résoudre les éstimations de parametres inconnus intervenant dans le modele. Le filtrage
par noyau de convolution est une extension du filtrage particulaire nécessaire dans les cas
ou les bruits sont trop faibles.
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Conclusion de la premiere partie

cette premiere partie concerne les méthodes analytiques et numériques de filtrage non
linéaires. Les méthodes numériques sont plus exposées. Il s’agit des filtrages de Kalman et
des filtrages paticulaires. Chacune de ces méthodes demande des hypotheses bien précises
mais la mise en ceuvre de ces différentes méthodes présente parfois des difficultés.

Le filtrage de Kalman est adapté pour les bruits blancs gaussiens. A I'origine, le filtre
de Kalman est une solution pour les systemes linéaires gaussiens. Une extension avec le
filtrage de Kalman étendu demande une linéarisation dans le systeme mais si le systeme
a une forte non linéarité, le filtrage de Kalman n’est plus adapté.

D’autres extensions de filtrage de Kalman sont proposées.
Le filtre de Kalman inodore [FROGERAIS,2008] qui est une extension permettant de se
passer des calculs du gradient par des formules de quadrature ou le filtre de Kalman d’en-
semble introduisant de 'approximation particulaire sur les moments dans 1’élaboration
du filtre avec les moments empiriques. Cette derniere technique permet de résoudre le
probleme de la grande dimension des matrices de covariance.

Une autre approche du filtrage de Kalman-Bucy est la résolution d’équations différentie-
lles stochastiques de Ricatti de la matrice de covariance du filtre et de 1’estimation de sa
moyenne [VALADIER,1972]. Des hypotheses de régularité des coefficients sont nécessaires.

Le filtrage particulaire est la méthode la plus utilisée en filtrage non linéaire non
nécesssairement gaussien. Son application est mis en défaut dans les cas ou les bruits
sont trop faibles. La régularisation a partir des noyaux de convolution peut résoudre ce
probleme. Le filtrage particulaire peut étre appliqué pour un systeme non linéaire a bruit
d’obsérvation uniforme.

A propos des modeles classiques de probleme de filtrage, nous avons développé des
méthodes.En particulier, avec un modele de diffusion, la solution du filtrage est liée a la
solution d’une équation aux dérivées partielles. Cette équation aux dérivées partielles est
établie en introduisant un générateur infinitésimal.

Le filtrage d’un systéeme non linéaire paramétré est résolu par le filtrage particulaire
par noyau de convolution et le systeme non linéaire controlé est résolu par le filtrage
particulaire. Des régularisations sont utiles pour avoir plus de précision. Des applications
sont exposées a la troisieme partie.

33
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Dans la partie suivante, nous allons proposer une théorie sur l’existence du filtre op-
timal et étudier des cas particuliers de modeles de systeme non linéaire. Une étude de
I'oubli de la condition initiale est détaillée.



Deuxieme partie

Etudes de cas de Filtrage non
linéaire et Etudes de ’oubli de la
condition initiale
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Introduction de la deuxieme partie

Cette partie developpe le theme principal de la these. Elle contient les différents points
essentiels dans nos recherches tout en précisant des originalités et innovations :

- Dans ce mémoire, nous allons developpé une théorie dans laquelle le théoreme de
Girsanov permet d’établir une relation de récurrence dans la construction des filtres. Ce
développement facilite de la mise en ceuvre des filtres dans les applications avec de modele
non linéaire ou tous les bruits sont gaussiens. Ce developpement est une autre approche
de construction du filtre optimal qui peut étre étendu dans les cas de bruits non gaussiens
par approximation.

- L’application de bruit uniforme dans le modele d’obsérvation presente un cas par-
ticulier. En général, l'existence de bruit d’obsérvation uniforme est une conséquence de
I'imprécision des mesures. Cette imprécision est a priori connue selon les capteurs uti-
lisés.Le bruit d’obsérvation uniforme est étudié dans le filtrage de Kalman et le filtrage
particulaire.

- Plus généralement, dans le filtrage non linéaire a bruits quelconques, nous allons
distingué en particulier, les bruits d’observation uniformes et les mélanges de bruits d’ob-
servation gaussiens. Avec les résultats obtenus, on a pu généraliser ces applications dans
des modeles contenant des parametres inconnus et des commandes.

- Pour les différentes méthodes de filtrage, une caractéristique a étudier est la stabilité.
Il s’agit d’oublier la condition initiale définie par la loi de Xy. En considérant deux lois
initiales différentes, on obtient pratiquement les mémes propriétés des filtres optimaux
déduits.

L’oubli de la condition initiale pour chaque type de filtrage demande des hypotheses
bien précises. Dans cet oubli, si on utilise une loi initiale erronée, I'impact sur la propriété
du filtre n’est pas tres significatif. Le quatrieme chapitre est principalement consacré a
I’étude complete de cet oubli.
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Chapitre 3

Filtrage non linéaire en temps
discret

Sommaire
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3.4 Filtrage par noyau de convolution d’un modele commandé ........ 71
3.5 Filtrage de Kalman inodore d’un modele a bruit d’observation
QUELCONQUE ..ottt i et et et et e et et e 76
3.7 ConclusSion . ..ottt it it i it i i e 82

3.1 Introduction

Avec un modele général, le filtre optimal est explicité mais sa mise en ceuvre dans la
pratique n’est pas évidente. Nous proposons une solution théorique dans le cas gaussien
ol le modele d’état n’est représenté que par un noyau de transition et un bruit additif
gaussien.

Avec un modele a bruits gaussiens, nous allons développé une théorie dans laquelle le
théoreme de Girsanov [CLIMESCU, 2004], [OUVRARD,1973| permet de construire une
suite de mesures de probabilité. Cette suite de mesures permet d’établir de fagon recursive
le filtre optimal en passant par le filtre prédit.

La théorie utilisée avec le théoreme de Girsanov n’est adaptée que dans le cas ol tous
les bruits sont gaussiens. Dans le cas ou le bruit d’observation n’est pas gaussien, en par-
ticulier, avec un bruit d’observation uniforme, nous avons appliqué le filtrage particulaire
[Le GLAND, 2003], [DEL MORAL, 2009]. Dans l'application de ce filtrage, la redistrib-
tion des particules n’est plus necessaire.

En ce qui concerne le filtrage de systeme parametré ou de systeme controlé, le fil-
trage particulaire par noyau de convolution [CHEN et al.,2012], [ROSST et VILLA, 2004],
[ROSSI, 2004] est le mieux adapté. Nous avons considéré une grille fixe comme systeme de
particules et les poids dans ’echantillonnage sont tout simplement relatifs aux nombres
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d’apparition des particules.

Pour un modele plus général, le bruit peut étre approximé par un melange de lois
gaussiennes [PROSPERI, 1997]. Nous avons appliqué le filtrage de Kalman inodore dans
[JULIER et UHLMANN, 2004], MERWE et WAN, 2001], [COLLIN et al.,2001] pour des

modeles a bruits non necessairement gaussiens.

3.2 Filtrage non linéaire d’un modele a bruits gaus-
siens

On considere une chaine de Markov X = (X, )nen [BAKRI,2003] supposée homogene
et non obsérvée dans R de loi initiale jo et de matrice de transition m perturbée par un
bruit blanc gaussien W,, a chaque instant n. On observe une suite Y = (Y},),en & valeurs
dans R* perturbée par une suite de bruits blancs gaussiens V = (V},)nen.

On dispose d'une :

— loi initiale uo(dx) = P(Xy € dz) = Px,(dz),d une

— loi de transition ou noyau m(z,dz’) = P(X,, € d2/|X,,-1 = z),Vn > 1 et d'une
— loi d’émission I'y,(z,dy) = P(Y,, € dy| X, =), Vn > 1

En effet, a partir de I’équation d’état,

Xn = f(Xno1) + W, (3.1)

ot f: R4 — R? une fonction mesurable et W = {W,;n > 1} une suite de v.a i.i.d
gaussienne additive de loi commune A(0,Q"), Q" > 0 de densité :

1
(2m)4/2] det QW |12

exp {—1 <w, (QM) tw >}

fw(w) = 5

1 1
i) = e g 0 | —l@) 2l

et de I’équation d’observation,
Y, = h(X,) +V, (3.2)

ot h : RY — R* une fonction mesurable et V = {V,;n > 1} une suite de v.a i.i.d
gaussienne additive de loi commune N (0,Q"), Q¥ > 0 de densité :

1 1 _
fv(v) = ) 2] det QU172 exp {—5 <0, Q") w >]

1 1 .
(27)F72] det QV |12 exp {—§|(Qv) 1/2.v|2]

on obtient la loi de transition et la loi d’emission par le lemme suivant,

Jv(v) =
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Lemme 10 Le noyau de transition est tel que :

m(z,dx’) = fw(a' — f(x))dz’

Et la lov d’émission est telle que :
Iz, dy) = fv(y — h(z))dx

Preuve

Avec I'équation (3.1), pour toute fonction test ¢ mesurable et bornée,

E[¢(X0)[Xn1 = 2] =

(Xn—1) + W) | Xo1 = 2]
() + Wy)]

Elo(f
Elo(f
/d) P(W, € dw)

= [, 0F(@) +w) A, (d)

= [, o) + ) f ()
= [ ol e’ — fla))as’

le noyau de transition est : w(z,dz’) = fiyy (' — f(x))dx’

De forme analytique :
1 1
(27)4/2| det QW|1/2

m(z,dz’) =

exp |~ L <o = f@).(@Y) M — f@) >} '

o (pet) @) ) >~ s

= (27T>d/2| dot QW\1/2 exp _< x,

6(Y)|X, = a] = E[6(h(X,.) + V3)|X, = 1]
— E[¢(h(x) + Vi)
= [ oltta) + )R(V; € o)
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la loi d’émission est : I'(x,dy) = fy(y — h(x))dy

De forme analytique :
1 1 v
(27)572] det QV|1/2 exp |[—5 <y —h(),(QV) " .(y — h(z)) >| .dy

[(x,dy) =

- <_§|y|2> _ V-1 Lo vi—12 2
T (2m)92| det QV [1/2 exp | <y, (Q") h(z) > —§!(Q )2 h(2)] ] d

La loi jointe de (Xo, ..., X,,) est telle que :

P(XQ € dxg,..., X, € dlL’n) = P(Xo S dl‘o) P(Xl S d$1|X0 = JIQ) .
X Edl’n’Xo . Xn 1= Tp— 1)

/ / Mo dxo xo; dl‘l) Q(In—la dxn)
Rd

/ / po(deo) v (1 — f(zo))das ..

fw(xy, — f(xp1))dzy ... dz,
Lemme 11 (Cameron Martin) Si X, ..., X, variables gaussiennes reduites indépendantes,
et comme X = (X1,...,X,,) est un vecteur gaussien ot pour tout vecteur g = (fi1, - . ., fin),

< p, X > est une variable gaussienne et donc

P\
Elexp(<p, X >— 5 =1
Si X = (Xi,...,Xy) une v.a a valeurs dans (R¢, B(R?)), sa fonction caracteristique

est définie pour € = (&,,...,&;) € R? par
expt (Z §.X )]
0

En particulier, la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien X dans R% de moyenne
1 et de matrice de covariance @) est telle que

Preuve

Ox(§) = E(exp(i < £, X >)

, VE e RY

Dx(€) = exp [z <tp> —%}

Inversement si X est une v.a a valeurs dans R? et ), la mesure de Lebesgue sur R?, alors
sa densité est donnée par

Fele) = g [ ep(oi < € )05 ()
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Pour d =1, E(X) = i¢'y(0) et E(XQ) = —¢%(0).
On a aussi le resultat suivant :

(X1, ..., X") sont indépendantes si et seulement si (V&' € RY)

..... X")(§17 B ’gn) = H(I)Xl(g )
=1

La fonction caracteristique d’une variable gaussienne centrée reduite est telle que :

%@zaﬁig}

Elexp < pu, X >] =

2
eXpZm ] HEeXp 14 Xi] Hexp [l;] —exp{“;'}

(s [ 1] (3 2) = B o (<> Y] 4

o3 (s~ )] =T o ()] -

=1

ou encore

Lemme 12 Si Z est une variable aléatoire positive telle que E(Z) = 1, alors on définit une
probabilité Q telle que Q(A) = E(Z14) et si X est Q-intégrable, alors Eg(X) = Ep(Z.X).

Preuve

D’apres le lemme de Cameron-Martin et le théoreme de Radon-Nikodym comme dans
[JEANBLANC et SIMON,2006], on construit une nouvelle probabilité Q, en posant :

Z(w) = exp (< p, X (w) > —@)

Q(dw)
Plw) ~ 2w & Qldw) = Z(w)P(dw)

Ou encore, pour tout ensemble A mesurable,

wmzmwmzészM>
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Application au modele

Supposons que, V,, ~ N (0,Q), avec Q > 0.

Dans le modele, d’apres le lemmel0, prenons la vraisemblance
1
Z(o.) 1= exp | < Q (o) > ~31Q (o)

Pour un échantillon de taille n : (X1,Y7),...,(X,,Y,) considérons

L,

Z(X1, Y1) x ... x Z(X,,Yy)

[ [<@ HOGLY, > — 4107 )
“Ilew p < QHON)LAC0) 45 > ~51QPH 0]

L = Lo |- < @060, 5) > +5107 2006

= [Texp |- < QHCG)A00) + ;> 451Q2H0X) ]

= Hexp _— <Q lh( i), Vi > —%|Q_1/2h(Xj)|2]

Pour tout n > 1, commme V; sont indépendantes entre-eux et par rapport aux X, d’apres
le théoreme

expz <Q 'h(z ). V; >]

E(exp{ Q™ 2h(x 21 X [expz <Q 'h(x V]>} ) =1

on a E(L;') =1 et on définit alors la probabilité P, sur (Q, F) par

dPb,

=L!
ap "
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Théoréme de Girsanov

Sous B, (Xo, ..., X,) est une chaine de Markov [PARDOUX,1991], [PARDOUX,2006]
de loi initiale ug et de probabilité de transition m indépendante de la suite (Y1,...,Y,) qui
est i.4.d de loi N'(0, Q)

Preuve
En effet,
1
E exp [— < Q 'h(x), V; >} = exp [—§|Q_1/2h($)|2}

pour toute f mésurable, : comme

explz<u],Y> . —explz<u], )+ V> Lt =
7=1
:mp§y<%, )4V >— <Q%()V>—|Q”%(N]

L j=1

- 1
=exp | > i <uy h(X;) > —§|Q‘1/2h(Xj)|2] exp [Zz <uj,V;>— < Q'hX;),V; >

L j=1 Jj=1

Notons E,, I'espérance mathématique sous la probabilité P,,.

E, = Eu[f(Xo, ..., Xp)e! 2om S hX) 2]

f(Xo,..., X exp<z<u],Y >>

- ) [f(Xo,...,X Je iyt <uy, (XJ')+V1'>L,_LI} =

—E [f(Xo, L X)E [e@'Z?:l <uph(XN+Vi> =1 X XnH

et
= B [l i w2 L1, X =
=E o Ch(X) 4V >— (X)) V> — 20 2R(X) || =
= exp Zz<uj7(J)+ P>— <@ (])7j> 2|Q (J)| =
j=1
1 n
= exp §Z<QUj,Uj>
=1
Donce
E, |f(Xo,... exp<z<u],Y >> =E[f(Xo,..., exp[ Z<Qu],uj ]
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Avec la loi conditionnelle p,(dz) = Py, (dz|Y,) de X,, sachant ), est telle que

(Vf € C(E)), » f(@)pn(dw) = B [f(X0)[ V0]

et on a:

plus précisement,[SZPIRGLAS, 1979],

Formule 13 ( Kallianpur-Striebel !)

E [f(Xn) Ln|Vn]

BV ) Dh] = —F ]

(Vf e C(E))
En d’autres termes, il existe une mesure de probabilité o, telle que
(4 €C(E)), | f@onldn) = E[f(X,) Lol
R

fin(dz) = _on(dz)
/Rd on(dy)

Preuve

Comme sous la loi P, Xl_, o, X, et Yy, ...,Y, sont indépendantes, on peut donc
définir une loi P, d’espérance [E de la fagon suivante

E.[6(X1, ..., X0, Y1, ..., Y)Y, ... Y] =Elp(Xy, ..., X, Y1,...,Y,)]

Remarques

Dans le cas plus général, on définit :

t 1 t
7 = exp [ [ nsxave- 5 [ \h(s,Xs>|2ds]
0 0
et les filtrations
G = 0{(Xy,%5),0< 0 < t}
Fi=0{Yy,0<0 <t}

On a bien, B
ar
dPig,

et pour toute fonction mesurable bornée f,

(Z)™!

E [f(X0)Z|F)
E [Z,|Fi]

Elf (X)) F] =

Si on pose

[, F@ptt.a)ds =Bl (X) 2|7
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, alors

pit.o) = pte.0). | [ )i R

est la densité de la loi de X, conditionnée par F;.

On obtient les formes analytiques des filtres optimaux par la proposition suivante :

Proposition 14 Les mesures o, et i, sont solutions des équations de récurrences sui-
vantes :

on(dz) = Z(ZB,Yn)/ 7(2';dx)o,_1(dz'), Xo ~ oo(dz)

Rd

1 (dz) = Co Z (2, o) / (@ da i (42, Xo ~ po(de)

Rd
ou C, est une constante de normalisation telle que :

ct ::/ Z(x,Yn)/ 7(2'; dx) pp 1 (da').
Rd Rd

Preuve : Pour toute fonction test f € Cy(R?), sachant que {X,,, n > 0} est homogene,

[ t@otin) = [ @R, € do)
- [ f@LPX, € do
= [ H@LaZ@ V)R, € di)
- [ I@Laz@y) /]R P(X, 1 € dr') (X, € da]X, 1 =)
_ /R 1) 2 Vo) 7(a! ) LB € i
_ /R ) [Z(x,Yn) /R (e da)E(X € dx’)]
= /Rdf(x). [Z(x,Yn) /Rdﬂ(m',dx)an_1(d$')]

et o,(dz) —Z(:U,Yn)./ 7(z';dr)o, 1 (dx)

Rd
De méme,
—1
fin (dx) = (/ O'n(d:L‘)) O (dx)
]Rd
= K,.0,(dx)
= K,.Z(x,Y,). 7(2'; dx)o,_1(dz’)

d

=K, Z(x,Y,). | m(a;dx)K,_1ptn_1(dx)

d

(2" dx) prn 1 (d').

d

—

=Ch.Z(x,Yy).

T
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C,, est une constante de normalisation.

On établit alors une relation de récurrence pour pu,(dzr) avec un algorithme récursif
qui permet le traitement dans 'immeédiat, la méthode classique de décomposition en deux
étapes, en loi prédite u,, (dr) = Px, (dz|Y,—1) puis en loi corrigée p,(dz) = Px, (dz|V,).

Prédiction

p, (dz) =P(X, € de|Yy1) = | P(Xn1 € d2!| V1) P(X, € dx|X,, 1 =2)

d

(2" dx) pr—1 (dz')

d

I
—

Corréction
pn(dx) = Cn.Z(x,Yn)./ (2 de) 1 (da') = C,Z (2, Yy o, (dx)
Rd
avec

2, Y,) = exp {< O 'h(z),Y, > —%|Q‘1/2h(:v)|2

En supposant que la condition initiale X, admet une densité py(x), le filtre optimal admet
une densité p,(x), la densité conditionnelle de X,, sachant ), telle que :

(Xn) + Vo

h
X, = f(Xn1)+ W, (3:4)

e
I
—N—
<
I

La prédiction est

p;(x)dx:/ 7(2; dx)pn_1(2")d2’
R4

La corréction est
pn(z) = CnZ(z, Yo)p, (7)

ct ::/ Z(x,Yn)/ 7(2'; dx)py_1(2")da’
R4 R4

1
avec Z(z,Y,) = exp {< Q 'h(x),Y, > —§]Q’1/2h(x)\2

Ces résultats sont déstinés a des systemes a bruits gaussiens.
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3.3 Filtrage particulaire avec de bruit d’obsérvation
uniforme

Considerons le systeme tel que I’état non obsérvé X = {X,,;n > 0} est régi par une
équation :
Xn—l—l = f(Xn) + Wn

, ou f est une fonction mesurable non nécessairement linéaire et W,, est un bruit blanc
de densité fy avec g est la loi initiale de X :

B[] = [ (o) 35)
R
L’obsérvation est un procéssus tel que :

Y = {Y,;n>0}Y, = h(X,)+ V,,n > 0.

ou h est une fonction mesurable non nécessairement linéaire et V,, est un bruit blanc de
densité fy

D’apres la proposition 4 de la section 1.3.3, on a :

La loi prédite u,, (dz) = Py, (dz|Y,—1) de X,, sachant les obsérvations jusqu’a l'instant
n—1est:

p(de) = [l = ) pocs (o)
R
La loi corrigée p,(dx) = Py, (dx|Y,) de X,, sachant les obsérvations jusqu’a l'instant

n est :
pn(dz) = Cp fy (Y, — h(x))p,, (dz) ou C), est une constante de normalisation telle que :

Co= [ Fol¥a = ha) (a2
R
Si po est une loi a densité, alors les filtres sont a densité tels que :

p, (@)= fw(z— f(@")pa_1(a’)dz’.

Rd

(Yo = hia))p, (2
[ o= ) ()

pa(z) =

Supposons que le bruit d’obsérvation est uniforme sur D = [—a;a]? ;a > 0 et que la
condition initiale est a densité.
La densité du bruit est telle que,

1

M= i)

]ID(LU)

ol m est la mésure de Lebesgue sur R%.
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La densité du filtre prédit (1.18) est telle que :

(@)= [ fw(z— f(@))pp-(a)da’

Rd

La densité du filtre corrigé est, d’apres (1.19),
Pu(2) = ColIp(Yy = h(2))p,, (x)
avec la constante de normalisation :

Ci' = [ Tol¥, — b ()

On obtient, en tenant compte que la mesure de Lebesgue est invariante par transla-
tion, :

e = / st = s 1<x'>dx'] Io(Y, — h()d

o | [ fite = e Dpucs()t | Bl ~ i)

Notons D, = {z € R*: Y,, —h(z) e D} = {x e R* : h(z) e D+ Y, }

Pour z € D,,, pu(z) =C, | fw(x — f(2")pa_1(z')dx’
Rd

avec C-1 = / n { [l - f(x’))pn_l(z’)dx'} dx

On obtient donc une relation de récurence sur les filtres corrigés, p,(z) en fonction de
Pn-1(7).

En application du filtrage particulaire, ou le bruit d’observation V,, suit la loi uniforme

U([—a;a]*), a > 0.
et D = [—a;al® ot m(D) est la mesure de Lebesgue de D dans R*.

Apres avoir sélectionner les particules (fn 1, t=1,...,N) apres l'obsérvation Y,,_; =
Yn_1, I'étape de mutation est

€ = F(E_ ) +wl avec w!, ~ pw(w)dw

et ’étape de pondération avec 1'observation Y, = y,, est
. — h(E
i = Prln = h(E)

ZPV —hfj)

ou Z ] Z
P = (€)= s T — )
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Cette quantité est soit nulle, soit et les particules & retenues au vu de 'observa-

.
m(D)

tion Y,, = y,, sont celles correspondantes & w?, # 0, plus précisement quand y,, —h(&) € D.

Les particules sélectionnées sont redistribuées suivant la loi multinomiale pour compléter
le nombre total de particules.

Il n’est pas vraiment necessaire de calculer le nombre efficace des particules.

Le filtre prédit est approximé par

N
iy (de) = P, (d2lYyr) = py ()de = 3w b (a)da
=1

avec

€ = f(E_) +wl avec w! ~ py(w)dw
Les particules éfl_l sont selectionnées au temps n — 1 et wfr =N

Le filtre corrigé est approximé par
N
pn(dz) = Px, (dz|Y,) =~ pu(z)dr = Zw; O¢i ()dx
i=1

Les particules &/, sont selectionnées quand y,, — (&) € D et dupliquées de poids w!, =

==

k; est le nombre de duplication de .

3.4 Filtrage par noyau de convolution d’un systeme
commandé

Un signal (X,,), (n € N) est contrdlé par une commande (U,), (n € N) mais inobser-
vable. L’équation d’état de (X,,), (n € N) est perturbée par un bruit blanc (W), (n € N).
Le signal observé (Y,,), (n € N*) est régi par une équation non linéaire et aussi perturbée
par un bruit blanc (W,,), (n € N).

XnJrl = TL(X’I'H Un) + Wn
Y% hn()QJ +'V%)

Le filtrage par noyau de Parzen-Rosenblatt [CHEN et al.,2012] est une solution efficace
surtout pour 'estimation de parametres et en particulier 'estimation des commandes.

Le probleme avec le filtrage par noyau est la lenteur de 'algorithme. Le choix d’une
grille fixe support des particules pourrait améliorer cette vitesse.
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3.4.1 Application du filtrage particulaire

En supposant que la loi conditionnelle prédite admet une densité telle que :

p; ([L’) = . fw(x - fn(x/a un))pn—1($,)dx/ (36)
R
la loi conditionnelle corrigée est déterminée par la densité :

oY = ha(2))py, (2)da’
Rd

En application du filtrage particulaire, I’étape de mutation correspond a la prédiction
telle que : & = f,(&_1,u,) + W' et Pétape de pondération correspond & la correction
telle que les poids

i _ pv(Yn — hn(ﬂl))

Z pv(Yn — hn(fgz))

peuvent étre trop faibles et entraineraient une redistribution des particules en utilisant
la loi multinomiale par exemple a l'instant n = 1. Les nouvelles particules redistribuées
é}l déterminent le filtre optimal a l'instant n. Une régularisation par noyau de Parzen-
Rosenblatt permet d’avoir la densité du filtre optimal.

Une régularisation du filtre prédit peut étre considérée avant I’étape de correction et
un échantillonnage a partir de la densité du filtre corrigé permet de déterminer 1’approxi-
mation particulaire du filtre optimal.

Plus précisément, pour maintenir X,, proche de la trajectoire nominale z,, a chaque
instant n, la commande optimale est obtenue par exemple :

(ul,...,uy) = argminz lze — B(Xi|Y1, .., Yo ug, . wn)])

Rl ’
UjyernsUn k=j

Avec le systeme d’équations,

a n
o D ok = E(XpYa, o Yoy ua, o) [P =0
(2 k:j
on peut déterminer les controles uj, ..., uy,.

3.4.2 Noyau de Parzen-Rosenblatt

La densité d'une variable aléatoire X peut étre estimée par la méthode de noyau de
Parzen-Rosenblatt telle que :

hn

rapport a la mesure de Lebesgue et tel que | llilm ||2]|“K (z) = 0, h, est le parametre de
n||—oo

- 1 < — &
folz) = i Z K (x ¢ ) olt K est un noyau défini dans R?, borné et intégrable par
n
no4=1
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lissage. (&1, ..., &,) est un échantillon tiré de la variable aléatoire X. Le noyau d’Epanech-

3 _
nikov K(y) =1 — §y2 pour y < et le noyau de Picard K(y) = exp(%) pour tout y de

R sont parmi d’autres des noyaux de Parzen-Rosenblatt.

3.4.3 Estimation de la densité conditionnelle

Considérons les estimations par noyau de la densité conjointe de 2 variables aléatoires
X et Y ou X; et Y; sont des particules générées des lois de X et de Y.

A 1 < r—X; y-Y; " .
pxy(x,y) = e ;Kﬁy ( o Y N ), et de la densité marginale de Y,

h

d’apres le théoreme de Bayes, par

1 < —Y;
py(y) = — E K) <y ) La loi conditionnelle de X sachant Y = y est définie,
n
i=1

RN xy (e—Xi y=Y;
W;K’L ( h ' h

1 - Y

- K Y

nh — h

K}, est un noyau de Parzen-Rosenblatt de parametre de lissage h en une dimension ou
deux.

Ku(z,y) = (1 — 3/22%)(1 — 3/2y?) dans le rectangle | — 1;1[x] — 1; 1] pour le noyau
d’Epanechnikov et Kj,(z,y) = 1/4exp(—(|z| + |y|)) pour le noyau de Picard dans R2.

3.4.4 Résolution par filtrage particulaire d’un systeme paramétré

La méthode de filtrage non linéaire muni d’un parametre § [AMIRI, 2010] avec les
phases prédiction-correction n’est adaptée que pour des états markoviens. Ces phases
sont incontournables mais rencontrent des situations complexes dans leurs applications.
Supposant que 6 admet une loi a priori 7wy et on obtient une estimation 6y de # a 'instant
initial.

Xov1 = fu(X0, 0,) + W,

ou les bruits sont sup-

Considérons le systeme dynamique {

posés additifs.

L’objectif est de déterminer a la fois une estimation de X,, et une estimation ¢, du
parametre inconnu 6 a chaque instant n par filtrage particulaire a noyau de convolution
[YOUNDJE,2011], [CHEN et al.,2012].

Notons X! = (X,,,0,) Détat caché augmenté, une nouvelle variable et on obtient un
Xg+1 = fn(Xg) + Wy

nouveau systeme : .
Y {y,f = 7 (XO) + V.

Théoriquement, en supposant que la loi conditionnelle prédite admet une densité telle
que :

W@ = [ Sl = £ 2h )i’
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La loi conditionnelle corrigée est déterminée par la densité :

= hn(2))py” ()

_/fvn (@l ()

La densité du filtre du filtre optimal est obtenu par marginalisation telle que :

pale) = [ st

En application du filtrage particulaire, on dispose de la densité initiale
ph(x)de = P(X{ € dx), des densités de probabilités pf , _ (z|y)de = P(Xidz|XE_ | = y)
de transition correspondant a I’équation d’évolution et des densités d’émission :
2 X0 (ylx)dy = P(Y, € dy|X? = x) correspondant & 'équation d’observation ou la densité

de Y sachant X, = x est : pf”g(ym) = fv(y — h(x)).

Les particules sont initialisées & partir de p§(z). A I’étape n — 1, § 1 sont les M-
particules tirées de I'estimation de la loi de densité p? | (z|y1,. .., yn_1) de I'état augmenté
sachant les observations yi,...,Y,_1.

L’étape de mutation correspond a la predlctlon en propageant les particules a partir
de I'équation d’évolution : fn = = f(§ ) + Wi

Avec la loi d’émission, on établit les p (y|§9() ) pour déterminer une estimation

de la loi conjointe de (X? Y, ) sachant les observations Y1,---,Yn_1 par convolution a un
noyau de Parzen-Rosenblatt :

Pevn(T YY1, -+ Yn1) ZKh (& = &9y (ylghD™)

L’étape de correction correspond a l’estlmatlon de la densité du filtre optimal :

ZKh &0y al€107)

ﬁg(‘rkyla?yn) = M
0 i)—
Py (ya €507
=1
(9)—
AfnY(ynyfn ) = w?® est le poids de la particule i)
0 i)—
Py (ya €507
=1

Les particules peuvent étre trop faibles et entraineraient une redistribution en utilisant
la 101 multinomiale par exemple a l'instant n = 1. Les nouvelles particules redistribuées
fn déterminent le filtre optimal a l'instant n.

A chaque itération, les estimateurs du parametre et de ’état caché sont déterminés a
M

partir de X¢ = (£,,0,) o X? = Z“ E00) = 3 WD (€D ),
i=1

M
0 e = A
i=1 =1
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Algorithme de filtrage par noyau

On a deux formes d’algorithme de filtrage par noyau : le filtrage par noyau pré-
régularisé et le filtrage par noyau post-régularisé [ROSSI, 2005].

Dans le premier cas, le filtre prédit est régularisé par un noyau. L’étape de correction
permet d’obtenir le filtre optimal. Une sélection de particules permet de passer a I’étape
suivante.

Dans le second cas, apres I'étape de mutation des particules, ’étape de pondération
permet d’obtenir les particules correspondantes au filtre optimal.
Une régularisation par un noyau détermine la densité du filtre optimal.

Dans le filtrage non linéaire d’un systeme controlé,
Xn = f(anlv Un) + Wn
Y, =h(X,)+V)
le parametre 6 est substitué par une variable de controle U,,déterministe en chaque instant.

Plus précisément, dans la poursuite de trajectoire, la variable de controle a chaque
instant est déterministe définie par :

up, = arg, || f(a1,u) — x|

ou x, est la trajectoire réelle a l'instant n.

Un échantillonnage de la loi a priori de 6 permet d’obtenir des particules (64,...,6,).
A Tétape suivante, on peut supposer que ces particules n’évoluent pas.

Avec I'équation d’observation, on obtient des particules représentant la loi de la va-
riable d’observation a I’étape n. Les estimations du filtre et du parametre sont déterminées
par convolution a un noyau au systeme de particules.

Le choix du noyau [DEHEUVELS, 1977] n’est pas absolument nécessaire. Avec un test
d’approximation de la densité exponentielle avec le noyau d’Epanechnikov et le noyau de
Picard, il n’y a pas de remarques particulieres.

Une régularisation par convolution a un noyau détermine une approximation du filtre
prédit.

Le filtre prédit est corrigé a partir de ’observation en cet instant. Un échantillonnage
de ce filtre optimal définit les particules dans l'itération suivante. Avec une grille fixe, le
nombre d’apparition de chaque particules est supposé son poids.

L’estimation du parametre est obtenue par 'espérance de la densité estimée du filtre.

Dans le cas de systeme commandé, le parametre estimé est la commande u.

Xn = fn(anla un71> + Wn
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La commande est déterminée a chaque instant par

u,, = argmin an(én,l,u;_l) - anQ
1<i<N

T, est la trajectoire nominale connue & I'instant n et u’,_, sont les particules obtenues par
I'estimation de la densité de u a 'instant n — 1.

3.5 Filtrage de Kalman inodore d’un modele a bruit
d’observation quelconque

Considérons le systeme non linéaire avec les bruits blancs W, et V,, :

Xn = fn(Xn71> + Wn
Y, =h(X,)+V,

Le filtrage de Kalman inodore [JULIER et UHLMANN, 2004], [KJETIL, 2007] consiste &
remplacer les distributions conditionnelles par des distribtions gaussiennes et approcher
les moyennes et les matrices de covariance conditionnelles par des formules de quadratures
sur des points déterministes.

Proposition 15 La moyenne et la covariance du filtres prédit sont définies par :
X, =E[X,|Vi,.... Yol = | fa(@)pin-1(dz)
Rd
b, = /d (fn(x) - X;) (fn(x> - X;) ftn-1(dx) + Q};V
R

Preuve

En effet WW,, est un bruit blanc indépendant de (Y7,...,Y, 1),
X =E[X, |V, ...V 1] = E[fo(Xno1) + Wy|Yi,..., V]
=E[fu(Xn)|Y1, .., Yo a] + E[W,|Y1, ..., Vo]
Comme X, — X~ = (fu(Xnoy) — X)) + W,
P =E (Xn X)(X, X;)*m,...,yn,l}

(falXa Wo) (Fa(Xua) = X5+ W) Vi, Y]
—E [ (fu(X0- )(fn< w1) = X)W Y
[(fn )W*m,...,yn_l}

[

+E w(ﬂ(nq)—X;)yny.wx%J
+E W, Wi Y1,.... Y, ]

— /Rd <fn(x) — X;) (fn(:n) - X,j)* pmr () + Q)
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Proposition 16 La moyenne et la covariance de la distribution conditionnelle de [’ob-
servation Y, sachant les observations Yi,...,Y,_1 sont définies par :

~

Vo —B[X, Vi Yo = / (&) i1 (d)
R

Q= [ () =) (o) = Vi) pca(ae) + Q)

Preuve

En effet V, est un bruit blanc indépendant de (Y7,...,Y,_1),

f/ni =E [Yn|}/17 <. 7YTL*1] =E [h‘n(X”> + Vn’Yi’ T ’Ynfl]
E

[ (X)|Y1, . Y a ] + B[V |Ya, .. Y]
On a aussi, Y, — Y, = (h(X,) =Y., )+ V,
Q- =E :(Yn VY, = V) Ve Y
=E | (ha(X) = ¥y +V2) (ha(X0) = ¥ + Vn)* Vi, Yo
(

:]E-

+E [(hn(Xn) v

+E [V (ha(X) - ff,;>* Vi Yo
+EVa. Vi, . Y]

= [ () =) (o) = ¥ ) peslo) + 4
R4
en tenant compte de l'indépendance de (Y7,...,Y,—1) et V,

E [vn. (hn(Xn) —f/,;> |Y1,...,Yn_1} -

—E [E (vn. (hn(Xn) - Yn—)* X0, Vi, ,Yn_1> vi,... ,Yn_l]

—E |E(V,|X,,Ya,...,Yo1) (hn(Xn)—Yn‘> Vi,...,Yo 1| =0
-0

De méme la covariance conditionnelle de la loi jointe de (X,,Y,,) sachant Y;,...,Y, 1,
W =E [(Xn XY = VY, ,Yn_l}

_E [(Xn C XY (ha(X0) = VOV, - ,Yn_l] +E [(Xn — XV, ,yn_l}

_ /]R (= X7) (hale) = Vi) ()

La distribution conditionnelle jointe de (X, Y,,) sachant Y7, ... Y, _; est considerée comme

T . X . . P C
une distribution gaussienne de moyenne (Y") et de matrice de covariance (Cﬂ Q”)
n n

n
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. . X
Lemme 17 7 = (X,Y) est un vecteur aléatoire gaussien de moyenne EZ = (—) et

Y
Rx Qxy
Qvx Qv

distribution conditionnelle de X sachant Y =1y est gaussienne de moyenne

de matrice de covariance Q7 = ( ) Alors si la matrice Qy est inversible, la

EEXY =y)] =X +Qxy.Qy' .(y—Y)
et matrice de covariance :
cov [E(X|Y =y)] = Qx — Qxv.Qy" . Qyx

D’apres le lemme 17, on a la proposition suivante

Proposition 18 Si (), est inversible, on obtient les relations suivantes :

X, =X, 4+CQ (Y, = Y)
P,=P; —C,Q,'.Cr

~

Posons P,y = S,1.5%_, et P, =S, .S * et supposons que fi,,_1 ~ N (X,_1,5,-1),

A < 1 o . du
-~ 7 e Xy Pl (m— X,
n i f (U) exp |: 2 < Lyt n-1 (.73 1) > det Sn_1<27T)d/2

A~

avec un changement de variables x = X,,_1 + 5,,_1.u, notons,

~ A

fTL(u) = fn(anl + Sn,l.u)

on a les approximations gaussiennes,

Ko [ e |3 o5 39)

P [ (a0 = X)) = X e |3l | iz QY 39)

De méme, supposons que, i ~ N (X, S7), et posons

() = by (X + S u)

On obtient les approximations gaussiennes suivantes,

Vo~ /Rd B () €xp [—%\UP] (2::;2/2 (3.10)
Q; ~ Rd(ﬁn(u) — Y, ) (ha(u) — Y, ) exp {—%W} (;;ﬁm +Qy (3.11)

)~ S /]R () — V)" exp [—%W] (Q;Z% (3.12)
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3.5.1 Approximation de la loi gaussienne reduite

En supposant que X est de dimension d de loi gaussiene centrée reduite, on introduit
une formule de quadrature a partir de 2d + 1 o-points &_g4, ..., &; tels que :

& =0, & =Vd+ ke et ¢, = —& munis des poids

1
Wy = et pour tout 1 <1 <d, w_; =w; = ———— 3.13
0 d + K p ) ) ) 2(d I H) ( )
ol e; est le i-eme vecteur de la base canonique de R,
k est un parametre controlant la dispérsion des o-points
+d +d +d d
avec Z w; =1, Z w;.& =0 et Z w;.&§ .6 = Zei.e: =1,
i=—d i=—d i=—d i=1

Dans I'approximation de la distribution de X suivant la loi normale en dimension 1,
de moyenne m et d’écart-type o, on peut avoir x a partir de la probabilité

Pm—ro<X<m+ro=1—a

a est I'imprécision égale a 0.1, 0.05 ou 0.01. Pour o« =0.05, x =1.96.

Pour toute fonction test ¢, mesurable bornée sr R,
+d

1 dx
Ep(X) = /Rd o(z) exp {—§|x|2} @2n)i est approximée par i_z:dwigp(fi).
Pour une variable gaussienne, X = u+@Q.1;, de moyenne p et de matrice de covariance
Q, les o-points x_;, ..., x; associées sont définies par
T = [, T =p+ Qe Nd+ K et T =pu— QY% e;d+ kK
+d +d d

avec les propriétés, Z Wi T = W, Z wi.(z; — p)(x; — p)* = Z QY%e;((QY%.e))* =Q

i——d i——d i=1

3.5.2 Approximation des parametres des filtres

Dans le filtrage de Kalman inodore, & partir de (2d + 1) o-points munis des poids dans
I'équation (3.13) avec P, 1 = S, _1.5%_; la matrice de covariance du filtre a 'étape n — 1
et P, =S5, .5, la matrice de covariance du filtre prédit a 1’étape n,

A~

To = Xn—l
les o-points sont, pour 1 < <d, { z; = X,,_1 + S,_1.¢;.vVd + K

T =Xy 1 — Sp1€.Vd+ K

Fa(w) = fu(Xo1 + Spoyu) (3.14)

on obtient la moyenne du filtre prédit

+d
X; = Z wi.fn(Xn_l + Sn—l-xi>
i=—d
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+d ~
i=—d

et de matrice de covariance :

+d
P, = Z Wi'(fn(Xn—l + Sn—l--Ti) - Xr:)'(fn(Xn—l + Sn—l'xi) o Xn_)* + QZV

i=—d
+d ~ A ~ .
Pr= wilfulw) = X)) -(falz) = X))+ QY
i=—d

Mo (1) = by (X7 + ST u)

R +d ~ +d .

Vo= wiha(z) =) wiho(X, + S, 1)

+d R
@n = Z wi-(hn(Xy + Sy ) = Y,0) (X, + Sy ) = Y, ) + Q)
i=—d

de matrice de corrélation,

+d .
Co= ) wi <fn(f(n_1 + Sp_1.;) — Yn—) . (hn(f(n— + S ) — Y;)
i=—d
+d ~ ) ~ .
Co =Y wil falw) = X)) (o) = Y, )°
i=—d

La moyenne du filtre corrigé est :

X, =X +C.Q (Y, - Y, )

de matrice de covariance

P,=P, —C,Q,*.C:=85,.5"

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Les décompositions des matrices de covariance sont obtenues par le lemme suivant :

Lemme 19 (Décomposition de Cholesky) Pour toute matrice définie positive Q, il

existe une matrice triangulaire orthogonale telle que @ = S.S*. S11 = /@11

Pour 2 <i <d alors, S;; = Z?u et S;; = \/Q“ — Z |Qi7k|2

1,1 1<k<i—1

i—1
Qij — E Sij-Sik
k=1

Et pour v < j <d, alors S;; = 5 et A;; = 0.
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En particulier si d = 2,
2
. 07 pP.01.02
Q <p.0'1.0'2 O'g )
S . ( g1 0 )
p.0y 09.4/1 — p?

3.6 Approximation du bruit d’observation par un me-
lange gaussien

Toute densité de probabilité py, d'un vecteur aléatoire X de moyenne my et de ma-
trice de covariance Px peut étre approximée par une somme finie pondérée de N densité
élémentaires.

En particulier, la décomposition est justifiée par le lemme suivant,

Lemme 20 (Décomposition de Karhunen-Lowe) X est un vecteur aléatoire gaus-
sien de dimension d, de moyenne m et de matrice de covariance Q.

Si k =rang(Q), alors il existe Uy, ..., Uy, i.i.d suivant N'(0,1) et de nombres réels (c ;)
tels que :

k
Xi = ZO&Z'J.U]', 1= 1,...,d
j=1

En posant A = (o )i la matrice d x k, X = A.U ot U est le vecteur aléatoire gaussien
de dimension k centré de matrice de covariance Ij,.

Dans le cas plus général, pour toute densité p, on a :

N
p(z) = szpz(x) avec p; ~ N (m;, P;)
i=1

Dans cette approximation, on a 3N parametres a déterminer : les moyennes m;, les ma-
trices de covariance P; et les poids initiaux w;, avec les conditons pour tout 1 <i < N,

N N N
i=1 =1 i=1

Dans l'application avec I'équation d’obsérvation, Y,, = h(X,) + V,, ou V,, est un bruit
quelconque, on a la proposition suivante,

Proposition 21 Tout bruit d’observation peut étre approximé par un mélange de bruits
blancs gaussiens .
Preuve

Considérons la densité fi du bruit d’observation V' de support I dans R? et une grille
de discretisation de I. &;,2 = 1... N sont les points de la grille.
La décomposition en mélange gaussien peut étre définie par une formule d’interpolation :

fv(z) ~ Z w;.pi(x)
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1
—. 1y,

ou p; est la densité gaussienne de moyenne &; et de matrice de covariance P; = N

matrice unité d’ordre d.

Les poids w; sont obtenus par le systeme d’équations linéaires tel que : pour tout j = 1
a N,

Zwi.pxéj) = fv (&)

Lemme 22 L’équation d’obsérvation, Y, = h(X,)+ V, ot V,, ~ N(m, Q") peut étre
remplacée par Y, = h(X,) + V? ou h(X,) = h(X,) +m et V) ~ N(0,Q").

Lemme 23 Si V; ~ N (my, Q") et Vo ~ N(ma, Q2), alors Vi + Vo ~ N(my +may, Q1 +
Q"2) si Vi et Vy sont indépendantes.

Posons alors,

N
Vo >~ Zajz‘/zm, avec ‘/im, ~ N(&’M Pz)
=1

Y, = h(X,) + V, devient Y, = h(X,) + V,,

ou d’apres le lemme 22

N

i=1

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons developpé une théorie sur 'existence du filtre optimal a
partir du théoreme de Girsanov. Cette théorie est applicable dans le cas des bruits gaus-
siens. Elle demande une connaissance a priori de la structure markovienne de l'etat du
signal a étudier, en particulier de la loi de transition homogene. On obtient ne relation
de récurrence entre le filtre optimal a un instant precis et le filtre optimal a l'instant
antérieur. Une décomposition en phases de prédiction et corréction ne pose pas trop de
probleme mais 'application numérique introduit des simulations basées sur la méthode
de Monte Carlo.

Le cas de bruit d’obsérvation uniforme est étudié dans le filtrage particulaire. L’ap-
plication de ce filtrage dans ce cas est immediate est assez simple. La discretisation de
bruits quelconques en bruits uniformes est une solution acceptable.

Pour les systemes paramétrés et commandés, le choix du filtrage particulaire par noyau
de convolution est justifié par sa facilité d’adaptation. Pour un systeme de dimension deux
ou trois, la régularisation se fait sur une grille fixe.
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Etudes de stabilité en filtrage
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4.1 Introduction

La propriété d’oubli de la condition initiale mesure 'efficacité d’une methode de fil-
trage. Intuitivement, le filtre optimal dépend de la condition initiale, définie par la loi
initiale de X,. Cette propriété est vérifiée en considérant deux lois initiales g et fig
différentes, on obtient les filtres optimaux déduits pu, et fi,, dans un horizon assez lointain,
possedant pratiquement les mémes caracteristiques.

Cette stabilité ou cet oubli de la condition initiale est donc une des qualités des filtres
optimaux déduits des différentes méthodes de filtrage mais selon la situation, les normes
utilisées dans les calculs sont différentes.

Supposant que 'on utilise pour le filtre une loi initiale fiy(dx) alors que la veritable loi
initiale est po(dz).
Avec fig(dx), on met en ceuvre le filtre prédit fi. (dx) et le filtre corrigé fi,(dz), alors que
le vrai filtre prédit est p,, (dx), et le vrai filtre corrigé est p,(dz).

En général, la norme dans L' de la différence des densités est utilisée pour les filtres
a densité.

Pour que le filtre oublie sa condition initiale ou pour qu’il y a stabilité, il suffit que

lim e, =0
n—0o0

83
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ol £, = / () — ()] = / 9a(a) — Gl

Une autre approche de I'étude de l'oubli de la condition initiale est 1'utilisation de la
norme de la variation totale.

Par définition, la norme en variation totale d’'une mesure p dans la tribu borelienne
B(R?) est telle que :

f(z).p(dz)| = sup [<p, f>]

[[floe=1

|| |yr = sup
[1f]lec=1

R4

= 2su A, Ae BRY] = su A) — inf A
lullvr p [ln(A)] (R)] AeB(%d)u( )=t p(4)

Il y a stabilité exponentielle  RUBENTHALER,2010], [GUYON,1999] si

) 1 _
lim sup — log|||pn — finllvr] <0

n—oo N

L’étude de stabilité est étroitement liée a 1’étude de convergence dans I’approximation.

4.2 Stabillité du filtrage de chaine de Markov

Considérons une chaine de Markov non obsérvable {X,,,n € N} de loi initiale g et
noyau de transition P(X,, € d2'|X,,-1 = x) = P,(z,dx’) telle que

P(() Xy € day) = P(Xg € dao, X € day, ..., X, € day,) =
k=0

= IP)(XQ € dl’o)]P)(Xl € dZL‘1|XQ = 1‘0) .. ]P(Xn € d.’L’n|X0 = Zo,... 7Xn—1 = ZL‘n_l) =

= IED(XO € dl'o)]p(Xl € dl'l’Xo = xo) .. P(Xn € dl’n‘Xn,1 = .Z'n,1) =

= po(dzo)Pi(xg,dzy) ... Py(xp_1,dz,) = po(dxo) H Pr(zg—1,dxy).

k=1
Fy, Ei,...,E,, ... une suite d’ensembles mesurables d’états dans R
L Fy, ... F,, ... une suite d’ensembles mesurables d’obsérvations dans R?.

Supposons que le noyau P, admet une densité telle que : P,(x,dy) = p,(x,y)dy.

D’apres le théoreme Chapman-Kolmogorov pour des états continus, la loi de 1'état a
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I'instant n est définie récursivement par :
P(X, € dx,) = / P(X,-1 € drp_1, X, € dx,)
En—1
P(X, € dz,| X1 = 2)P(X,_1 € dx, 1)
Py(xp_1,dx,) P(X,—1 € dr,_q)
P(X, € dz,|X,1 = 2)P(X,_1 € dx, 1)
Po(Tn_1, Tp).dz,P(X,_1 € dz, 1)
Plus précisement, pout toute fonction test ¢ mesurable bornée, avec po(dzg) = po(xo)dxo,
E(p(X,) = ; o(z,) P(X, € dz,)

¢(mn)/ Py(xp_1,dz,).P(X, 1 € dvy_q)
En En 1

(b(l’n)/ Pn(.l’n,l, d.fL'n) / Pn,1($n,2, dﬂ?n,l).P(Xn,Q € dxn,g)
E, En_1 E,_o
= / oo [ B(@n).po(dxo) H Py(zy-1, dry)

n Eo k=1

/ ¢ 5Un Po Zo dwo Hpk Tg— h%)dl'k
n EO

Le processus {Y,,n € N*} a valeurs dans R?, est mutuellement indépendant condi-
tionnellement au processus X,, et que chaque obsérvation Y,, ne dépend que de X,,.

()., est la loi d’émission, loi reliant I’état et I’observation, telle que
P(Y, € dy| X, = ) = Q.(z,dy)
Le modele d’obsérvation est Y;, = h(X,,)+V,, ou V,, est un bruit blanc additif perturbateur

de I'obsérvation de loi de densité gy .
Pour tout fonction mesurable bornée ¢, et pour F} =...=F,=...=R?

E(p(Yn)| X = 2) = » P(Y)P(Yy € dy| Xy = 1) = » O(y)@n(z, dy)
E(p(Yn)|Xn = 2) = E(o(h(X0) + Va)| X = @) = E((h(z) + Vo)) =

» ¢(h(x) +v)P(V, € dv) = . ¢(h(x) +v).gv(v)dv = » o(y)-gv(y — h(z))dy

La densité de la loi d’émission est définie telle que Q,(z,dy) = gy (y — h(x))dy.



86 4.2 Stabillité du filtrage de chaine de Markov

On définit de meéme la densité de la loi conjointe des états et des obsérvations par,

n

ﬂ X, € d$k, ﬂ Y, € dyk] =P [Xo € dZUQ, ﬂ(Xk € dl’k,Yk < dyk)
k=0 k=1 k=1

= pto(dzo) H (@h-1, dzy.).Qr(r, dyr)

= po(o)dzg Hpk(m—h xr).gv (ye — h(zy)dzg.dys
h=1

Et par marginalisation, pour toute fonction test mesurable bornée ¢,

E(p(X,)) = /E O(zn)P(X,, € dz,,) —/ (b(xn)/E ) P(X,_1 € drp_q, X, € dxy,)

gb(xn)/ / P(X, 1 €dr, 1, X, € dx,,Y, € dy,)
En—l
/ / / P | Xo € dao, () (Xk € day, Vi € dys)
Fi M Eo k=1
[ ] ) TT #uCrier ) v o = o)
n—1J Fn Fy JEy k=1

¢($n)/ / / / Po Zo dl’o Hpk Tp— 1,£Ck) gv(yk - h<xk))dxk dys,
En_1JF, " JEy _

La loi conjointe des observations est définie telle que :

P [Xn € dry, (Vi € dyk]

P ﬂYkedyk] :/
k=1 B k=1

= .. X € dxy, Y, € dy

/En /Eo [m 3 k ﬂ k k]

= / / ,uo daco H il’k hdIk) gv(yk - h(l’k))dyk
En Eo k1

n

k(r—1, x).gv (Y — h(xy))dyg.dxy,

I
gq\
gj\

§
i m:
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La loi conjointe de X,, avec les observations est :

P Xned:cn,ﬂYkedyk] :/
k=1 E

n—1

P [an € Tp_1, Xn € dxna m Yk: € dyk]
k=1

= / / P [XO S dxo, ﬂ(Xk € dl‘k,Yk € dyk)]
En_1 Eq k=1

= / . / Mo(dl‘o) H Pk(xk—la dwk)Qk(mk, dyk)
En_1 Eo k=1

= / / pio(do) H Py(zp-1, dy).gv (ye — hzk))dyy
Ep-_1 Eo k=1

/ / po(o)do Hpk Th—1, Tk).gv (Yo — h(@k))dye.dak
En1 Eo

k=1

D’apres la formule de Bayes sur les densités conditionnelles,

Px,.yi,.., Yn(In, Yty - - 7yn)
Pyi,..., Yn(yh ce ,yn)

On obtient la mesure de Feynman-Kac normalisée exprimant le filtre optimal p,, :
< U, (b > = E((ﬁ(Xn)lYi =Y. -- 7Yn = yn)

O(r)P(X, € drp|Y1=y1,- -, Yo = Un)
En

an|Y1=y1 ~~~~~ Yn:yn (x'n) =

¢(xn)an,Y1 ----- Yn (xm Yiyeo ayn) .d]?n
Py,..., Yn<y17"'7yn)

Plus précisement d’apres les lois conjointes,

/ﬂmémqémmﬁ[%— 21)) Palio, diy)

< iy > - (4.1)

/ / po(dxo) H 7)) Pr(Tp—1, dxy)

n EO k=1
/ (T / / po(wo)dxg HQV (ye — h(xr)) - pr(@—1, T2 )d},
n En_1 E
< i >= - b=l (4.2)
/ / Po(o dﬁoHQv Y — h(@k)) -pe(@p-1, oi)dy

n Eo k=1

Notons, en considérant Fy = = = ... =R%

Vu(9) z/ :cn/ / fo(do) H (i — h(@k)). Pe(p—1, dzy)
n En-1 Eo k=1
=/ (2 / / po(o dongv Y — h(@p)) -pe(@p—1, 7). dzy,
n En_1 Eo
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alors on exprime la mesure telle que < p,, ¢ > =
Posons, qozo) = po(zo)
q(z1) = /E qo(o)p1 (o, 1)dx,
:
10 = [ aledovin - b,
(o) = [ wle).gvn = he) (oo
)= [ mlezav (o = b,
)
il = [ er(an) v ones = B ) o o1, ),
(1) = [ aalan)ovion — bla)de,

(@) = [E O(n) - () gy (g — h(a)da,

() -qn(T0)gv (Yn — h(Tn)d2y

En

/ Gn(Tn) gv (Yn — () dzy,

n

et <:un7¢>:

La densité du filtre optimal est :

Gn(0)gv (Yo — hlza) _ gul(zn)gv(yn — b))
/ Gn(@n)gv (Yn — h(zn) Tn(1)

n

Jn(xn) =

/ Gn—1 (xn—l)-gV(yn—l - h(mn—l))-pn—l(xn—b xn)dxn—l
En 1

folan) = Tn(1) gv (Yn — h(zn))
: Jo1(@n-1)¥n-1(1)-Po-1(Tn—1, Tn)dxn 1
— Lo D v (Yn — h(zn))
Pour simplifier, considérons £y = F; = ... = E.

On a la forme recursive sur les densités des filtres optimaux :

freale) = 2 [ o)) s = i) (43)
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< g1, @ > = / <b(:c)-fn+1(x)dx

/¢ %H [/ fu(2).pn(z, @ dz] v (Y1 — h(x))dx
- %H(i / o V fal2) pulz, 2 d21 v Yns1 — h(z))da
9)

'7n+1(
Tn+1 (1>

Et
1 (8) = (1), /E o(x) [ / fn<z>.pn<z,x>dz] v (s — h(z))da

Cette relation de recurrence est pratique dans les simulations, mais pour I’étude de 'oubli
de la condition initiale, reprenons les définitions générales.

Etant données deux lois initiales 1o et fig différentes et considérons p, et ji, les filtres
optimaux déduits a 'instant n.

Supposons de plus que la chaine est faiblement ergordique c’est-a-dire que .
lim ||PXn — anHVT = 0.
n—o0
ot Px, et Py, les lois & priori de X,,.

Soit ¢ une fonction mesurable bornée telle que ||¢|| = 1 et pour un € > 0, a partir
d’un certain rang ng, | < Px,,¢ > — < Px,,¢ > | < e, c’est a dire,

| < PXn, ¢ > — <K an,¢ > | = / . qb(l’n)(,uo(dﬂfo) — ﬂo(dl‘o)) HPk(l‘k—ladxk)
n Eo k=1

= / . d(,) (Po(x0) — Polwo))dxg Hpk(lik—l,l‘k)dxk

k=1

Notons les mesures suivantes,
d
dl’o ( ZEO)
/ / to(dxo) Hpk Tp—1,dvr).gv (yr — h(zr))
Eo

et
fio(dzo)

dl’o n
/ / fo(dwo) | Prlaar, dzi).gyv (ye — h(z))
n EO k=1

, Ces nouvelles mesures redéfinissent les lois des filtres optimaux déduits, et en introduisant

<€
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la faible érgodicité de X,,,

| < pn, > — < [in, 0> | = /E o(xy,) (vo(dxo) — vo(dxy)) HPk(xk_l,da:k).gv(yk — h(xk))‘

Eyp k

3 =

= /E | d(@n)(po(wo) — Polwo))dao [ [ pr(wrr, zi).gv (u — hly))day

Eo k=1

<€

IN

| [ o) ontan) = poan))dao [ petoncs, md

Eo k=1

Finalement, la faible ergodicité de la chaine est une hypothese utile dans la verification
de T'oubli de la condition initiale. Cette hypothese n’est que suffisante mais dans des cas
plus précis, on peut opérer autrement.

4.3 QOubli dans le cas de bruits gaussiens

Dans ce qui suit, la chaine est supposée homogene, c’est-a-dire que pour tout instant
n7

P(Xpi1 € dep1| Xy = xn) = m(20; Tpt)

7 est le noyau de transition de la chaine de Markov homogene.

Considérons les mesures de la section 3.2, avec les lois initiales og(dz) et ao(dz), on
obtient les lois déduites a l'instant n par :

on(dx) = Z(:z:,Yn)/ 7(2'; dx)o,_1(dz")

5o (dr) = Z(2,Y,) / (o da)n 1 ().

R4

On a,

|0 (dz) — G,(dz)| = ’Z(m,Yn) [ /R (s dz)o, 1 (dr') — /

Rti

(s da;)aM(dx')] ‘

d

< Z(2,Y)) [ /R (s oo+ (d) 5n1(dx’)|}

avee Z(z,Y,) = exp [< Qo' h(x),Y, > —%|Q;1/2h(x)\2]
Qv est la matrice de covariance du bruit d’obsérvation gaussien.
et notons 'erreur &, = /d lon(dz) — 7, (dz)|
Avec une hypothese supplémentaire sur Y, tellf que,
<Q 'h(x),Y, — %Q‘lh(:ﬂ) >< 0
, on obtient exp [< Q7 'h(z),Y, > —1|Q2h(xz)[*] < 1 et il existe une suite k, telle que :
0< Z(x,Y,) =k, < 1,Vz € R",
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Remarque

h(z),Vx € R.

N | —

Dans R, I’hypothese sur Y, est telle que : Y, <

5 = /R 0 (d) — 6 (d)|
< /R 2. ,) [ /R (e o)l 2 (d) 6n1(dx’)\} do
< /R T, [ /R (s o)l 2 (d) &nl(dx')@ du

Finalement, ||o,, — &,|lvr < kn. .. .. ki.l|oo — aol|vr et & la limite, ||o, — &,||vr est proche
de 0.

On On

/Rd on(dz) /]Rd on(dz)

normalisées, toujous avec la majoration de la quantité Z(z,Y;), on obtient le méme re-
sultat et I'oubli de la condition initiale est vérifié.

Avec les filtres optimaux p,(dxr) = et fin(dx) = , des mesures

Dans le cas de bruit d’obsérvation non gaussien, en particulier uniforme, les calculs se
font sur les densités. On a les densité suivantes :

pn () = fw(x — f(@")pp_i(2")dz'

Rd

et pour le filtre corrigé,

y fv (Y, — h(z)p;, (z)da’

4.4 QOubli dans le cas de bruits d’observation uni-
formes

Dans cette section, les lois initiales sont a densité et nécessairement les filtres optimaux
sont a densité.

On suppose donc que l'on utilise pour le filtre une densité py(z) alors que la veritable
loi initiale est po(z).

Avec po(z), on met en ceuvre la densité du filtre prédit p, (x) et la densité du filtre

corrigé p,(z), alors que la vraie densité du filtre prédit est p; (x), et la vraie densité filtre
corrigé est p, () et notons

o= [ Ipa(o) = pule)ldo
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D’apres 'équation (1.18), les filtres prédits sont :

po(@) = | fw(z = f(@))pna(@)da’ et p,(x) = | fw(x = f(2')pn-r(a)da’.

R4 R4

Et d’apres 'équation (1.19), les filtres corrigés sont :

—hE@pae) — W) (2)
/fv . — h()p; (2)de /fv \ — h()p (@)de

Le filtre oublie sa condition initiale ou qu’il y a stabilité si

lim e, =0
n—0o0

Le bruit de mesure est supposé gaussien centré de matrice de covariance diagonale Qv et

de densité :

1 1 i
fw(w) = G det Gy O {_5 < Qww >}
B 1 1 o]?
(27O )92 P 20, v
! 0
avec Quw = oo et Qy = : :
0 ow 0 L
oW
et le bruit d’observation est uniforme sur D = [—a;a]* de densité :
fr(v) = —=To(0), a >0
v) = v), a > 0.
% m(D) p(V),

En notant D,, = {x eR*: hiz) e D+ Yn}, pour = € D,,, on definit :

les filtres prédits a l'instant n, déduits de py(x) et po(x)

@)= [ e = f @i = [ o o |l 1)
poto) = [ wle = @Np)i = [ o o | gl = )P

1
Comme fy (Y, — h(z)) = (D) siY, —h(zx) € D,oux €D,

les filtres corrigés a cet instant sont :

(Y= h(@)ps () P (2)
/ fv (Yo — h(@)p; (2)da / Py (x)da

et

/ 2:| pn_l(xl)dl'/

] Dn—1(2)da’
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o e —h@)p, () P ()
pn(x)
[ W —hm@s [ s
On a donc,
pu(2) — ()] = | 2o Pal)
[ @i [ g

1 / / ~ — / /
< / exp [—2 v — f(x )|2} |C’n.pn_1(x ) — Ch-Pn—1(x )| dx
R4 UW

Avec les constantes de normalisation,

1

/ \ [/ o [‘Qigv =~ f(x’ﬂ pn_1<xf>dxf] dz

_ 1

RN

o] [t
e, e[

‘ /|pn<>— A(2)de

Cn =

Posons

f(x')|2} Pn_1(2")dz'dz

PR it

Pr—1( ﬁn_l(x’) 1 B o /
/n/Rd ky, ky, - p{ 20‘2,[,’1; F@)7| da'de
Por(@)| | [Par(@)  Paoa(2) 1 1
= N T 7 : dz'd
< [ (|[Peted - el |PectlE) B | e — i) e

1
= _/ Pn—1(2") = Pp_1 ()] exp | — |z — f(2)|?| da'da+
n JRd QO-W

/.

1
< _/ ’pn,1<$/) - ﬁn71($/)| . exp |:_2_2‘x — f<$/)|2:| dx'da:—i—
n Rd O'W

1
_ /
./n /den_l(:v).exp{ 207

Pour x € D" fixé, comme la fonction 2’ — exp [—

pnfl o pn7_1< )
ky, k,,

+

1
. exp {— 52 |z — f(a:')|2} dx'dx

N2 /
. f(z")] ]dwa&

=

|z — f(2')?| est continue
207y,
bornée dans R?, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe o € R?, tel que
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s (exp | =gl = 1F] ) = exp |~ gl = fla)F]
oy — oo < /D /R exp {—Lﬂx _ f(x’)]Z} o1 (&) = Py (27)|dad

< /D n exp{ ot } [ / P ( ﬁnl(x’)|da:’] Az
s%léfm[ fa)f] o

On a donc
En—1 1 En—1 1
en < o /Dn exp {_QU%VM — f(a)|2] dx + e /Dn exp {—QU%VM — f(a)ﬂ dxx
1
x/ exp{ 5 f(oz)|2} dz
D, 207y,

éﬁ+%ﬁﬂw}uémhﬁ“mﬂ

en < K, .61 avec K,, =

ky, kn

Finalement comme K, < 1, lim &, = 0 et le filtre oublie sa condition initiale.
n—oo

4.5 Stabilité de filtres de Kalman

Considérons deux conditions initiales, X7 et X5, de lois gaussiennes respectives
N(mio, Pro) et N(mayp, Pap). Les filtres optimaux déduits a I'horizon n sont des gaus-
siens déterminés par leurs parametres respectifs (Xi,,, P ) et (Xs,, P»,) et notons,

Xl,n = E[Xl,n’yn] et pl,n =E |:(X1,n - Xl,n)'<X1,n - Xl,n>t’yn:|
XQ,?’L = E[X2,n‘yn] et P2,n =K [(XQ,n - X2,n)(X2,n - X2,n)t|yn]
X1, et Xy, sont les états indépendants a l'instant n.

La solution par approximation par filtrage de Kalman dépend de la condition initiale.

D’apres les relations de recurrence (2.14) et (2.15), on a pour i = 1 ou 2 :

Xi,n = FnXi,nfl + fn + Kz,n[Yn - Hn-Fn-Xi,nfl - ann - hn]
= (Fn - Ki,n~Hn-Fn)Xi7n—1 + (fn + Kz,nYn - Kz,anfn - Ki,n-hn)

ol les estimations des covariances des filtres prédits sont :
Py = FuPoi Pl + QY G
les covariances des innovations dans 1'équation (2.10)
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avec les gains dans I’équation (2.11) ,

Ki,n = P’L,_TLH’ItI [ iZ,nj|_1

et les estimations des covariances des filtres corrigés sont :

Pip = I = KinHy[FoPi 1 Fy 4+ GRQ)Y Gl
On a les expressions explicites de )A(m et P, ,, en fonction des parametres de X; o et on peut

montrer que, tout en restant dans le cas gaussien, qu’avec une condition initiale erronée,
on peut avoir le méme résultat qu’avec le véritable filtre.

On a,
X1 — Xonl| = [[Fa(Xino1 — Xom1) + (Kip — Kop) Yo — Hy. fro — ho) +
+ KopHy Fy.Xo 1 — Ky nHy Fy. X1 |
< Fp(Xinot — Xom))|| + [|(Kip — Kop)[Ya — Hoofor — hol||+
+ || KonHp.Fy. Xo 1 — Ky nHp Fp. X1 04|
< |Fu(Xi et — Xo)|| + [[(Kip — Kop) [Yo — Hoofro — Bl ||+
+ || KonHp F. (X1 — Xt || 4+ [|(K1p = Kop)Hp. Fpp. Xo 1]

1K = Kol | = 1P, H, [QF,] 7 = P HL [QF,]
< NP = Pr)H [QE) M+ P ([QF) ™ = [Q4.) 7)1

le_,n - PZ_,nH = HFnPi,nleri - FnPi,nleriH
= ||Fn(13i,n—1 - Pz,n—l)FytLH

La densité du filtre optimal déduit de la condition initiale p; o est gaussienne telle que :

1 1 . ) .
Pin(®) = Gy ot By 2 P |73 <0 Ko (P o = Xin) >

Sans perte de généralités, prenons d = 1. On a :

les estimations des variances des filtres prédits,
ol =202 [ +G2 ok,

in n Y in—1

les variances des innovations et les gains de Kalman,

2— 2—
2 2o 4o et Ko am.Hn B ai,n.Hn
UZ,i,n - n'Ui,n UV,n e N T 0_2 - H2 2— 2
Zyi,n n‘ai,n + UV,n

les estimations des variances des filtres corrigés,
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(1_KZ7IH )Fi zn 1+(1 KlnH )GQO-Wn

‘Xl,n_XQ,n’ S iFn + KQ,anFnl ‘Xl,nfl_XanlH_\’Yn - ann - hn + HnFnXQ,nfll ’Kl,n_KZ,n‘

Ap Ch

|O-i:7, - O'%;J = F’rﬂain—l - 0%,n—1|

(01, —03)Ha| | 1 1
| K1 — Kopl| < ’ : +los H, | — —
! " U%,l,n e 0-%71,71 0-%72,71
Hol | o0 5o, oo,
< 2 & |O-in - O-g,n ﬁb-é,ln - O-Z,l,n|
OZ1in Z1n9Z2n
|H| |U§;Hn| 2
< —_ &n _
> UZ,l,n ’ O1n—1 02,n71| + U%,l,n'U%,zn’UZ’Qm UZ,1,n|
2 2—H H2
Y B PR L oot
H01n+ Vin (Hn 1n+0-V,n) (H 02n+ Vn)
|H, |2 o3 Ho | H2F?

- - |05 -1 = 01 |
Hr%ain + CT\Q/',n (H%O—%,n + 0-‘2/,71) (H202 n + UVn) " "

Dy

(.

On a dOHC, ‘Xl,n - X2,n’ < An-’)zl,nfl - XQ,nfll + Bn‘la%,n—l - U%,n—l

Avec,

(A, =|F,+ Ky,H,F,|
B, =0C,D,
Cn =Y —Hufn—hn+ H,FpXo i

Vo HE? |05 Hu| HLF,

" Hﬁai} - 0\2/,n (H?Zai; + ‘7\2/@)-(]'—’72;‘73; + 03,7”)

oty =Fr ol +Ghofy,
0%; = Fz.ag’n,l + Gi.ag‘/’n

01— 05, =1 = KinHy)Flo3 oy + (Kin — Kop)Ho.Gooy, — (1= Ko Hy ) Flos
< F2|U§n 101 n—l’ + ’(Kl,n - K2,n)Hn-Gi‘7W,n
+ |K1 nHp Fgo-ln 1 K2,anF30§,n—1|
< F7%|O-2n 1 Uln i+ ’(Kl,n - K2,n)Hn-GiUI2/V,n
+ | K10 — Kol |Hn F2‘72n |+ K Hy FQHU%n 1 _Ugn 1
< Fi(l - ’Kl,anD |02,n 1 ‘71n |+ |H (GQUWn F2‘72n 1)| |K1,n - K2,n’

Vv
an bn

< (@n + bn'Dn)‘Ug,n—l - Uin—ll
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Les densités des filtres optimaux sont telles que :
1

n )= —T—

Y o

(@)= —=
(1) = ——=
b2 TonV 2T

(.flf — XLn)Q

exp |—

— X5,)?
exp _—(x 2 )

2
201771

2
202,n

Lemme 24 (Théoréme des accroissements finis) Si f est continue sur un domaine
fermé de R? et si elle admet des dérivées partielles o lintérieur du domaine, alors :

f(xo+h,yo+k)— f(zo, 10) = hg—i

Notons pour z fixé, f(z1,y?) =

f(Xom,03,) = (Xin—

f(Xl,nv O—in) -

Avec Xy € [min(X,; Xa), max(Xy 5 Xo,)] et 09 € [min(o?,,;02,,

0

oo |
exp | —
21y}

N @f
Xon
2’)8X

8y($0+9h,y0+0k), 0<fd<1.

)2
(1‘2—?)] . D’apres le Lemme 24,
Y1
of
(XO? 00) (UQn - Ug,n) o2 (XO’ UO)

3n)ymax(of ;03 ,)].

) . .
of x — Xo 1 (x — Xo)?
Xo, 0 = : exp | ——————
o X0 0) o \/2mo? p[ 203
{
of v 1 (z — Xo)? (z — X0)”
—(Xy,02) = —1|exp | ——7SFF
k802( 0 o) 2‘7(2) ng< 0(2] p 20(2)
@) — pan()] = | |- L] (o= Xa)®
n - n = |—m—F/—=¢€X — — X ek ML
- i \/ 271208, 201 \/ 2703, 203,
2 2 of & o
< X1 — Xopl. | =5 Xo,Uo) + o1, — o3l W(Xoﬂfo)
2 2 of
< (An-|X1,nfl - XZ,nfl| + Bui|og 1 = 01 pal)- (Xovao)
0X
of
+ |a, + bn-DnHUg,n—l - Uin—1| @(XO,U(%)
N N 0 N
< | X1 — Xop| (An —{(Xmgg) )
X
0
+ |0-%7n—1 _U%,n—1| ( 6f2 (X07UO) + |6Ln—|—ann|) :
of ¢ of .
Posons (1) = | 24 (Ko, vulie) = | 2 (o) et s,
0 0
ort() = (0] 52 Ko ) tese) = (B [ 555 R +lan + 80D
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P10() = P2n(@)] < ul@).| X1 — Xon| + ¥n(2).]07,, — 03|
< on1(#)| X1 = Xopoa| + oo ()]0t ) — 05,4

< ¢o()|X10 — Xoo| + vo(2)|07 — 03]

On a construit donc une suite recurrente de couples de fonctions (¢, (z), ¥, (z)) ma-
jorant la différences des densités des filtres optimaux déduits des conditions initiales
différentes.

Cette différence est donc majorée en fonction des différences des parametres des condi-
tions initiales.

Par définition de 'optimalité des filtres, les estimations des parametres des filtres s’ap-
prochent le mieux les valeurs réelles du signal non obsérvé.

. . CY
/mexxqunumdxs\xan—xiﬂl/ O (%y,02)
R r|OX

of o
d 2 _ 2 / (X o2
x+|01,n 0—2,71’ R‘aag( 0700)

n—oo

lim |p1,n(x) - p27n($)|dl‘ =0
R

Il y a donc une stabilité du filtre par rapport a la mesure initiale.

4.6 Stabilité de filtres particulaires

La stabilité du filtrage particulaire est étroitement liée a sa convergence basée sur la
loi des grands nombres. Si on s’est trompé de condition initiale, c’est a dire si on a utilisé
une mauvaise loi pour I’état initiale, les particules dans I’ensemble, restent dans la region
des particules du vrai filtre. Ce resultat est acceptable si on a un nombre assez grand de
particules.

{X,, n € N} est supposée une chaine de Markov homogene .

Etant donné deux conditions initiales Xy et X, différentes de lois de probabilité respectives
Po et po, le filtre particulaire est stable si pour tout fonction mesurable bornée

nlgrolo ||pn(¢) - pn(¢)||1 =0.
Pn €t P, sont les filtres déduits au vu de 1'observation Y,,.
On simule pour chaque loi, N-particules &,... &N et &,... &N .

Le poids de chacune des particule est considéré égal a N

A la premiere itération,

les filtres prédits déduits sont sont approximées par :

@) = 5 @)
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N
P (x) = % > da (@)
i=1

On obtient les nouvelles particules en mutation par :

& = f(&) + Wi ott Wi ~ pw (w)dw

& = f(&) + Wi ott Wi ~ py (w)dw
Et calculons les pondérations suivantes, compte tenu de I'observation Y; :
pv(Y1 — h(fi))

ZPV(Yl — h(&]))

T __
wl_

i = pv (Y1 — (&)
ZPV(Yl — h(&]))

Le nombre efficace des particules pour chaque filtre prédit est :

1 - 1
fof:—N ot NofT =

> (i)’ > @)’

i=1 i=1

On trie les poids par ordre décroissant et on redistribue suivant la loi multinomiale les
N¢/T premieres particules rangées déduites de la loi initale py et les N¢// premieres par-
ticules rangées déduites de la loi initiale py pour la correction.

On obtient alors les approximations des filtres corrigés suivants :

Py (z) = % Z dg; ()

N
_ 1
B (@)= 5 D b ()
i=1
A la n-ieme itération,
on reprend les particules £, et £ | sélectionnées dans :
1 1 —
Pa(a) = Db (@) et B4 () = 1 b (@)
i=1 =1
Dans la phase de mutation,

& = f(&ua) + W, ot Wy~ pyy (w)dw

& = F(&1) + W, ot Wi ~ pw (w)dw
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Dans la phase de pondération, compte tenu de 'obsérvation Y,, :

i pv(Ya—h(&))

ZPV(YH - h(%))
(= ()
> (Y — hiEd)

Les nombres efficaces de particules sont :

1 _
Nl = ———— et NS/ =

i=1 =1

La resolution particulaire repose sur ’adaptation de la loi des grands nombres pour
construire yi,(dx).

Lemme 25 (Loi forte des grands nombres) (X,,),en+ est une suite de variables aléatoires
dans R?, indépendantes et identiquement distribuées de méme loi que X. Alors pour

presque tout w € ) :
N

. 1
lim Y X -EX)] =0

N—o00 -
=1

Lemme 26 (Théoréme central limite) Soit (X, )nen- une suite de v.a i.i.d de moyenne
w et de variance o2. Alors la distribution de X,, approche celle de la loi N'(0,1) telle que
pour tout a < b, on a :

X, — i

limIF’[a<\/ﬁ

n—oo

<b}:P(a<Z<p)

ou Z ~N(0,1) ousi S, =X1+...+ X,

lim P M<Z)1:IP>(a<Z<p)

o<

n—00 U\/ﬁ

Avec Var(S,) = no? et E(S,) = nu, on a donc
S = E(Sn) _

Var(S,)

A

Lemme 27 (Loi faible des grands nombres) SiP, est une probabilité sur R?, il existe
un espace (2, F,P) sur lequel on peut définir une suite (X, )nen< de variables aléatoires
dans R, indépendantes et identiquement distribuées, telles que Px, = Py, pour tout n.
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Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d de moyenne yu et de variance o?. A
un échantillon de taille n, (X;(w), ..., X,(w)), on associe la moyenne empirique

1 n
= — E X;
n 4 i(w)
1=1
et la mesure empirique,
1 n
o= — E 0X (w

Alors pour tout € > 0, on a :

lim P(| X, — | >¢) =0

n—oo

ou encore dans L?, )
lim (|5, — ]2 =0
n—oo

La vitesse de convergence est telle que :

0.2

P(|X, — ul >b) < —
(1 u!_)_nbz

Par définition, (X?)y>1, une suite de processus converge uniformément vers X, un

processus a valeurs dans R? sur (2, F,P), X* dans L?(Q, F,P) et on note X~ iN(Q—fLP)—) X
—+00

. A
si (Vp>0), [[XY - X||, =sup||X}) - Xi||, ——0
t>0 N—+o0

lim supE(| XY — X|P) = lim sup/|XN (W)P. P(dw) =0

N—+o00 ¢>0 N—=+o00 >0

N—+o0

et si (p=0), (Ve > 0),sup P(|| XY — Xy||pe > ) 2 P(|| XY — X||pa > &) —— 0
t>0

Pour &, variable aléatoire distribuée selon la loi P(X., € dxg.,|Y1.,) [DEL MORAL et al.,2006],
et £, N-variables aléatoires indépendantes conditionnellement a (Yi.,)1<i<n, de méme loi
que &,, on a
E(€n|yln) = E(Xn|Y1n) P —ps

et d’apres le lemme 27

N
1 . 1
15 Z & ~ Bl inllizorn = 7 X0 - BXalVin) liz0re)  (44)
1 N
N e L
i=1 L2(Q,F P)
Jim /R Iy Z% dz,) — / W P(X, € da,| Vi) =0  (4.5)

=1 L2(Q,F,P)
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Par une approximation de Monte-Carlo [CARON,2010] pour ¢ mesurable bornée :

E [¢(X0n|yvln)] - ¢<x0:n>]P>(X0:n € da:O:n‘le:n)

Rd

= (b(xO:n)p(IO:nD/l:n)de:n

Rd

N—+400

LAQFP),
/ Ti— Z (551 (dzy) / T4 P(Xo:t € dxoy| Y1) (4.6)
(Rt (Re)t
La mesure de probabilité IP’(XOt € d:vo ¢|Y1.4) est approchée par un peigne de Dirac

équipondéré : P(Xo, € dxoy|Yiy) = Z 551 (dzy).

P(X; € dz;|Y14) est la marginale de IP’(XO_t € dxoy|Y1.) et X, est extremité de la trajec-
toire de Xo..
Plus précisement,

N
1 L0 (Q F,P)
N Z N—>+oo (Xn’}/ln)

D’ou la proposition suivante,

Proposition 28 ((RUBENTHALER,2010], [DEL MORAL et al.,2006]) Pour toute
approzimation particulaire pY du filtre optimal Y , il existe chaque n, C, tel que :

Ch

sup  E [|ua(0) — py (9)]] < (4.7)

$:ll9llo<1

=

Soit ¢ telle que ||¢|| < 1, une fonction mésurable.
E (@) = p )] = [ 16(@hnlde) = oa)pl ()

_ /Rd |6(2) [pa(x) — pi (2)]| d
- [ lote) [ Zée ]'dﬂf

<C"
~ VN

Pour les approximations particulaires des filtres déduits optimaux,

I (6) ~ Y (@)l = / 0@ () — o()p ()| da

alpa(e) = oY @l + [ 16(@a(e) = o) (o)lds

[l n(0) = pSo) ] +E [|n(0) — p0)]
< Cn C*n c,+C, K,
\/W JN VN VN
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Pour un € > 0, et pour n assez grand il existe ny € N tel que

K
our tout N > ng, —= < €.
p = "0 VN
On a donc
OB AGITE:

Ce qui montre la propriété d’oubli de la condition initiale du filtrage particulaire.

4.7 Stabilité du filtrage par noyau de convolution

Le filtrage par noyau de convolution est une extension du filtrage particulaire. Des
régularisations interviennent soit pour les filtres prédits, le filtrage pré-régularisation, soit
pour les filtres corrigés, le filtrage post-régularisation. En tout cas, le filtre optimal est
régularisé.

Condidérons les filtres optimaux déduits des lois initiales différentes pg et py par les
approximations particulaires.

1 N
pn(-z"yla"'ayn = NZ

1 N
o) = Yl

Les filtres optimaux sont estimés par régularisaton a partir de convolution par un noyau
de Parzen-Rosenblatt :

Si pY et pY les approximations particulaires des filtres optimaux, on obtient par
régularisation les approximations des densités des filtres optimaux Kj, * py et Kj * pl) .

Pour ¢ une fonction mesurable bornée ou ||¢|| = 1,

[ <0 Knxpy > =< Knxpy >[=| [ $@)Knxpy(e)de— | ¢(x)Kyxpy(x)de
R R

= cb( ) [Knxpy () = Ky %y ()] doo

_ / S@) K x () (2) = i (2)) de
< / Koy / O(@) (Y () = P (@) da

Z Ly, (Z - Z;)

ZKhM - 7ayn_y;)

pj\)gy( )
M, um)

qum\/[(:dyla)yn) =
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et

M

M Py (2) =1 b2 = 5)

ﬁn (x|y177y'ﬂ) = = =
P (1, Yn)

M
> Kny(n = yn — )
=1

Avec les M-états dans la loi conjointe obtenus a partir de pyg :

! M avec 2L = (28, y").

Zyeey 2

ot z =z, = (¥ = 3, Ui = Y)-

et aussi avec les M-états dans la loi conjointe obtenus a partir de py :

Sl M Si_(mi
Zpsoes 2y, avee 2, = (T, 7,,)-

oﬁz—éflz(:v—f;,yi—gfl).

Pour toute fonction ¢, mesurable bornée et telle que |||« < 1,

lpn (8) = Po ()11 = /Rd |6(2)(0p" (lyr, - yn) = D' (2lyr, - yn))| do =

M

M
Z LhM (Z - ZiL) Z LhIVI(Z - E;L)
=1

i— =1 _
Lo | @ — 3 |-
Z KhM(yl_ijhayn_y;) Z Khnl(yl_gia"'ayn_g;)
i=1 =1

M
Z LhM(('r — LY — yi)’ RR) (‘T — Ty Yn — y;z))
1=1

- [ fota) | * | . -

M
Z KhM(yl - y’iu <oy Yn — y;)
=1

M
Z LhM((x_jiuyl _gi)77(x_jiwyn _giz)
i=1

dx

M
Z KhM(yl - giv ey Yn — g:-b)
=1

Par application dans la section précédente, on a bien un oubli de la condition initiale.
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4.8 Conclusion

L’oubli de la condition initiale est une propriété importante dans les différentes méthodes
de filtrage. Son étude permet de vérifier le bien-fondé du filtre optimal déduit a chaque
instant.

Dans l'étude théorique du filtrage, la propriété markovienne du signal non obsérvé
est une caracteristique indispensable. Cette propriété est utilisée dans dans la majoration
des mesures de Feynman-Kac construites pour determiner les filtres optimaux. La faible
ergordicité de la chaine de Markov est une hypothese introduite pour justifier 'oubli de
la condition initiale.

Pour des cas particuliers comme le cas de bruits gaussiens, une solution analytique
de filtrage construite a partir du théoreme de Girsanov, la stabilité est vérifiée avec la
norme de la variation totale; le cas de bruit d’obsérvation uniforme donc quelconque,
utilise plutot la norme dans L!.

Dans le filtrage de Kalman, les expressions analytiques du filtre optimal permet de
construire les filtres optimaux gaussiens. Comme la différence de deux variables gaus-
sienne est une gaussienne, la stabilité est aisement vérifiée.

En poursuite de trajectoire, la correction du filtre prédit permet de s’approcher de la
vraie trajectoires les trajectoires estimées par deux conditions initiales différentes.

En filtrage particulaire, il s’agit d’explorer 'espace d’état de facon aléatoire. 0Dans
la stabilité du filtrage particulaire, la loi des grands nombres justifie la convergence dans
I’echantillonnage des particules. Cette convergence est etroitement liée a 1'oubli de la
condition initiale. Une condition necessire dans I’étude est ’echantillonnage en tres grands
nombre de particules.

La stabilité du filtrage par noyau de convolution n’est qu’une conséquence immediate
de la stabilité du filtrage particulaire. La régularisation des filtres obtenus par le filtrage
particulaire permet de mieux controler cette stabilité.

L’étude de l'oubli de la condition initiale est complétée par des applications dans le-
quelles, I’echantillonnage des particules ne rencontre pas de difficultés particulieres.
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Conclusion de la deuxieme partie

Dans cette deuxieme partie, nous avons démontrer ’existence d’une mesure avec la-
quelle on a construit le filtre. Cette existence de mesure tient son intérét dans I’approche
en théorie de probabilité. La théorie traite le cas de bruit d’obsérvation gaussien dans un
systeme markovien homogene. La solution analytique n’est pas explicitée convenablement
en pratique mais une application numérique basée sur la méthode de Monte Carlo, permet
une bonne approximation.

Dans les modeles a bruits quelconques, le filtrage particulaire est le mieux adapté. En
particulier, avec un bruit d’obsérvation uniforme, les particules de poids nuls sont auto-
matiquement éliminées. Il suffit de redistribuer les particules restantes.

Un bruit d’obsérvation quelconque peut étre décomposé en mélange de bruits uni-
formes et on peut appliquer le filtrage particulaire mais la décomposition peut se faire en
mélange de bruits gaussiens et dans ce cas on peut appliquer le filtrage de Kalman inodore.

L’oubli de la condition initiale est étudié pour les différents types de filtrage. En
théorie, le filtrage particulaire introduit des théoremes classiques de probabilités comme
la loi des grands nombres ou le théoreme de la limite centrale et filtrage de Kalman intro-
duit le théoreme des accroissements finis. Dans la pratique,l’oubli de la condition initiale
est justifié dans les applications.

La resolution analytique est assez complexe dans le cas pratique. Des méthodes numériques
de filtrage sont alors introduites. Chacune des méthodes a son inconvenient dans son ap-
plication mais elle tire son avantage dans la facilité de mise en ceuvre.

Le filtrage de Kalman, le filtrage particulaire et le filtrage par noyau de convolution sont
les principales méthodes appliquées.
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Troisieme partie

Applications et simulations
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Introduction la troisieme partie

Le filtrage d'un signal non obsérvé est en général un probléeme ne possédant pas de
solution analytique. Dans la théorie, des hypotheses sont introduites avec des théoremes
et des propositions. Chaque méthode de filtrage utilisée a ses particulatités dans 'ap-
plication. Des conditions d’application sur des exemples classiques sont necessaires pour
vérifier la propriété de filtrage comme 1’oubli de la condition initiale.

Deux applications sont introduites dans cette partie :

D’une part la poursuite de trajectoire est proposée avec le filtrage de procesus de Mar-
kov caché. En particulier, le filtrage de Kalman étendu et le filtrage de Uhlmann et Julier
sont appliqués dans le probleme classique de lancement de projectile.

D’autre part, le probleme d’estimation paramétrique et de commande optimale qu’on
rencontre dans le robotique. Ces problemes sont étudiés avec I'application des filtrages
particulaires et les filtrages par noyau de convolution.

Dans les deux applications, une modélisation de phénomenes en mécanique classique
est nécessaire et la mise en ceuvre des algorithmes correspondants sont exposés.Les filtres
sont représentés soit par leurs densités dans la poursuite de la trajectoire, soit par des
particules dans la commande optimale ou dans ’éstimation paramétrique.

Pour chaque méthode de filtrage, I’oubli de la condition initiale est vérifié numériquement.
Cette vérification de 'oubli de la condition initiale varie d’'une methode de filtrage a une
autre. En particulier, la différence de densité entre deux filtres déduits de deux conditions
initiales différentes peut étre mesurer par la norme de L!.

En filtrage particulaire, cette différence est mesurée par la norme de la variation totale.

L’approximation des intégrales par la méthode de Monte Carlo est la base essentielle
des simulations. Cette approximation est justifiée par la loi des grands nombres et du
théoreme de la limite centrale. Le nombre assez important des particules rend plus vrai-
semblable 1”’approximation mais ralentit 1’execution de I’algorithme.
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Chapitre 5

Poursuite de trajectoire
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5.1 Introduction

Considérons une trajectoire théorique définie par une loi de cinématique. Le projec-
tile que suit cette trajectoire théoriquement, suit une autre trajectoire obsérvée par des
capteurs a des instants a intervalle régulier. On applique une méthode de filtrage pour
approximer effectivement la trajectoire théorique et pouvoir redresser le projectile a partir
d’une commande pour qu’il puisse suivre la trajectoire théorique.

En mécanique classique, un projectile suit une trajectoire nominale défine par :

x(t)= Vot + o
1
y(t) —§got2 + Vout + %o

z(t) = [ z(?) } est la position du mobile a 'instant ¢.

Ty = [ o ] est la position du mobile a I'instant 0.

113
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V(t) = [ %Eg } est la vitesse du mobile a 'instant initiale ¢.

Vo = [ Voo } = [ Vo C.Osa 1 est la vitesse du mobile a I'instant initiale O.
Voy Vo sin «

go est I'accélération de la pesanteur supposée constante.

i Va(t)

V(#) Vy (1)

Notons X (t) = [ #(t }: (1)
y(t)

le vecteur caractéristique du mouvement du mobile.

Valeurs numériques

L’espace de temps : t € [—100; 100]
Intervalle de temps :7=10s
La vitesse initiale Vo =10ms!
Accéleration de la pesanteur : go = 10m.s72.
Inclinaison de la rampe de lancement : « = /8.
60 000
— trajectoire nominale En mécanique clas-
. sique, le poids du
. projectile domine les
oo | autres forces comme
o la resistance de Iair.
L’accélération de la
2 pesanteur dépend de
= I’altitude mais on peut
2 supposer qu'elle est
= constante et la trajec-
] toire nominale est une
7 parabole.
° 0 20‘0 4!;0 60‘0 80‘0 10‘00 12:.')0 14‘00 16:.')0 18‘00 2000

FI1GURE 5.1 — Trajectoire nominale

5.2 Modelisation

5.2.1 Modele d’état

En réalité, cette trajectoire est perturbée pour des raisons inconnues par des bruits
blancs gaussiens tels que :

d

S X (1) = AX(1) + B+ (1)
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ou A=

O = O O
_ o O O
o O O O

o O O

0

avec la condition initale Xo=

Vow
Voy
Zo

0

| 9

et B = 0

Yo 0

Par nécessité de discretisation, avec le schéma d’Euler, on peut considérer,

Xn+1 = Xn+/

(n+1)7

1/7 est la fréquence d’echantillonnage et X,, = X (n7) et

{

Xn+1

Xn+1 -

[A.X(t) + B(t)] dt + W,

=X, +7(AX,+B)+W,
(I4+ 1. A)X, +7.B+W,

W, ~ N(0,0%.1,) avec oy > 0.

Dans la suite, supposons que la vitesse ne subit pas de perturbation.

La trajectoire est définie par le systeme d’équation horaire : pour ¢ € [0; T

En notant z(t,,) = x, et y(t,

A Dinstant tn, {

yt

y(t
) =

{x(t) = Vycos(a).t

—%t (t —T) + Vysin(a).t

Vo cos(a).t,
(tn, —T) + Vysin(a).t,

90
= —=1t,
2

, Ol a

t, =n.TouT=t,,1 —t, est la période d’échantillonnage,

{
{

Tntl — Lpn =

Yn+1 — Yn =

Tpn+1 — Tn =
Yn+1 — Yn =
2 2

tn—‘rl - tn

Posons alors,

Tn41
Yn+1

== gl(xna yn)
= Go(Tn, Yn)

- (tn-l—l
Tn41
Yn+
Tn+1
Yn+1

1

Vo cos(a).

Yo
2

(tn—l—l - tn)

a [tn—l—l(tn—l—l - T) - tn(tn

Vo cos(@).(tpe1 — tn)

2
—y [

= x, + Vycos(a).T

Yn —

2

= x,+ W Cos(a)

Yn —

avec {

9o-T

SN [2n+ 1)

g1 (‘rna yn>
gQ(I’rM y’n>

—T)] + Vosin(a).(tny1 — tn)

20— t2 =T (tpy1 — t)] + Vosin(@).(tpr1 — tn)

—tp)(tns1 +tn) = T[(n + D7 +n7] = (20 + 1)7?

g0 [@2n + 1)72 = T.7] + Vysin(a).7

— T+ Vpsin(a).7

xn + Vo cos(a).T

go-T

Yo — o

2

[(2n+ 1) — T+ Vysin(a).7
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Avec I'équation matricielle,
Tn+1 _ 1
Ynt1 0

Xp1 = AX, + Bolt A= { L

_ O

0

. Tn+1
Avec la perturbation, {
yn+1

|15

Vo cos(ar).T
0 :| et B = go.T
! R

|+

Vo cos(a).T
_go7

x, + Vo cos(a).m + ow W,

Jo-T

5 A@2n+ 1)1 = T) + Vo sin(a).7 ] '

J2n+ 1)1 —T] + Vosin(a).7 ] '

Yo — ——.[2n+ 1)7 = T| + Vpsin(a).7 + ow W,

2

W, ~ N(0,1) avec oy > 0 et X171 = AX,, + B+ owW,.

ou X,i1 = Go(X,) + owW, tel que W ~ N (0, I) avec oy > 0.

Gon(,Y)

)= [ 20 ] e

Valeurs numériques

Vitesse initiale

Accéleration de la pesanteur
Nombre de mesures

periode

Angle de lancement

Ecart type de perturbation

60 000

gin(z,y) = x4+ Vycos(a).T
gQ,n(-Ta y) =

2

Vo = 10m.s 1.
: go = 10m.s™2.
:T'=65

.7 = 10s.
ra=m/8.

s ow = 10.

_ Yo7

55000 -

50 000 -

45000

40000

35000 -

30000 -

25000 —

20000

15000 o

10000

5000

0

trajectoire nominale
trajectoire réelle

T T T T
0 200 400 600 800

FIGURE 5.2 — Trajectoire réelle non observée

T
1000

T T T T
1200 1400 1600 1800

2000

[@2n+ 1)1 —T]+ Vysin(a).7

La trajectoire réelle
est obtenue en pertur-
bant la trajectoire no-
minale. Cette trajec-
toire est en réalité non
obsérvé. Cette trajec-
toire suit pratique-
ment une parabole.



5.2 Modelisation 117

5.2.2 Modele d’observation

Un capteur positionné dans le plan, a la distance par rapport au point de lancement

O du mobile telle OA = [ Z } , repere le mobile avec les coordonnées polaires.

Zlfl(t)

Notons Yi(t) = [ ()

} le vecteur d’obsérvation a chaque instant ¢.

rit) = V(=) - 6;)2 +b(y(t) —b)?
ot 0(t) = arctan Lgti : -
L’équation d’obsérvation est non linéaire Y (t) = { gg; ] = h(X(t))

h(X () = h(x(t), y(t) = [ Zl%? }

h(z(t),y(t) = (x(t) —a)> + (y(t) — b)*. cos (arctan Z/Eti - ) +a

ho(z(t),y(1)) = \/(x(t) —a)? + (y(t) — b)2.sin (arctan x((tg Z ) +b

avec

Les mesures d’obsérvations sont perturbées par un bruit blanc non nécessairement
gaussien.

Y(t) =h(X(t)+ V()
Les obsérvations sont mesurées périodiquement en chaque instant ¢,

X (t,)) + V(tn)

fa
~
S
~—
|
—
<
—~
~
3
~—
| I
}.<
—~
~
3
~—
|
|
>
—~
~
3
~—
| I
l~<
—~
~
S
~—
|

\ { P =V (o= a2+ (v = O

n— b
0, = arctan [y 1

Ty — aQ

1
Vo, = [ Va } ~ N(0,0%.15) avec oy > 0 ou V,, ~ U ([—a; +a] x [—a;+a]), a > 0.
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Valeurs numériques

vitesse initiale Vo = 10m.s L.
Accéleration de la pesanteur : go = 10m.s72.
Nombre de mesures 121

periode : 7= 10s.
Angle de lancement ca=m/8.
Position du capteur : A(500; 5000).

Erreur de mesure d’observation  : U[—10; 10].

60 000

trajectoire nominale

55000 bservé . .
O Qg uaecore cbserce La trajectoire

50 000 , , . .
obsérvée suit prati-
quement la trajectoire

45000

40000 -

25000 nominale qui est une
30000 - parabole. Les obser-
25000 vations sont captées
20000 en des instants a

15000 -

intervalle régulier. La
position du capteur

10000

5000 — o
o est dans le plan de la
5000 trajectoire nominale.
-10 000 T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2 000

FI1GURE 5.3 — Trajectoire observée et position d’un capteur

5.3 Filtrage non linéaire

Supposons que tous les bruits sont gaussiens. On a le modele,

Xor1 = g(Xn) +W,, W, ~N(0,Qw)
gl(xnv yn) = Tnp+ % COS(O&).T
Xn - nyYn) — T 1 :
g( ) g(x Y ) gQ(xm yn) = Yn— ng(a) Ty — 590'7—2 + VE) SlIl(Oz).T
hl(xna yn) = \/(In - CL)2 + (yn - b)2
h(Xn) - h(«rr“ y'n,) — hg(ﬂfn, yn) — arCtan |:yn - b
Ty — Q

Les densités des bruits sont :

2 2
) = e | =S5
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fivlw,y) = — rty
x,y) = exp | —
wAT Y 2mow P 20%,

Avec les notations,
pir, (dz, dy) = P(X,, € (do, dy)|Vn-1) = Px, (dz, dy|V,-1) = p,, (x,y)dz.dy.
pin(dz, dy) = P(X,, € (dz, dy)|Vn) = Px, (dz, dy|V,) = pu(z, y)dz.dy.

Avec la densité fy, de W, la prédiction est :

po(T,y) = //fw = g2, y),y — g2(2',y))pnr (2, ¢ )da’ . dy’

et la corréction : p,(x,y) = Cp,Z(x,y, Y.L, Y2).p, (z,y)

nn

-~ ://Z(x,y,%lff U/fw(flf—gl(x’,y’),y—gz(w’,y’))-Pn1($’,y')dl"-dy'} da.dy
R JR R JR

avec Z(x,y,Ynl,YnQ) 5

2
oy 2074

exp |:h1(.’13',y)Yn1 + h?(xay)y;? . hl(l',y)Z + h2<$,y)2:|

Avec les approximations de Monte-Carlo des intégrales, compte tenu de 'invariance
des mesures de Lebesgue par translation, on a :

1 n
f(z).g9x(x —a).dr ~ — Z f(Xi +a), telle que X; ~ gx(z).dx
Rd N i—1

N1
1
(I y ZfW x_gl(in 17Xz2n 1) y— gQ(in 17Xz2n 1))
(X} X2) ~ Prca(@,y)dady et (W), WP ~ fi (2, y)de.dy

C E ZZ W1+gl(in 1) W +92(XZTL 1)7YTL17YTL2)

=1

1 1N2[1N1

5.3.1 Algorithme

hi(z,y) =+/(z—a)®+ (y —b)?

Posons

ho(z,y) = arctan {y
r—a

h(z,y)Y, = hi(z,y)rn + ho(2,9)0,, (z,y) € R%
W (z,y) = hi(z,y) + h3(z,y), (z,y) € R®.

Yl Y2 2 N2
20 ;) = exp | P2 Pl )" D) }
v v
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Algorithme filtre optimal

Données : hy, ha, g1, go : fonctions; N, Ny Ny : entiers; f,, fu : densités;
po(x,y) densité initiale (Y;!,Y,?) obsérvations

Résultats : ¢(z,y) le filtre prédit et p(z,y) le filtre corrigé

DEBUT

-initialisation de q(z,y) & po(z,y)
-initialisation de p(z,y) a po(z,y)
pour n =1 a N faire

hi(@,y)Ya +ho(z,y)Ye  hi(x,y) + hi(2,y)

1 2
Z(x,y,Y,,Y.”) = exp 0‘2/ 20‘2/

n n

pour j =1 a Ny faire
simuler (W}, W?) suivant fw (z,y).dvdy
pour i = 1 a N faire

simuler (X}, _;, X7, _,) suivant p,_1(z,y)dz.dy

uzl(x) =T — gl(Xz%n—h z,n—l)
U?(ﬂ) =Y - gZ(Xil,n—D XZn—l)
vil,j = jl + gl(Xil,nfla Xz?,nq)
Uiz,j = WJ'Q + gQ(Xil,nflﬂ Xi%nfl)
fin pour ¢
N1

fin pour j
1 Na 1 N1
= — 1.2 1 2
B[ e

ol y) = CpZ(x,y, Y, Y.2) .0, (2, y)

fin pour n
p(x,y) = pu(,y)

FIN.

TABLE 5.1 — Algorithme filtre optimal
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Signaux mésurés et obsérvés

7 - X
—Y

FIGURE 5.4 — Signaux mesurés et observés

1
Ynt1=  Yn — 59072 + Vosin(a)7 + owW,

W, ~N(0,1) avec oy > 0.

{ Tpr1= T+ Vocos(a)T + oW,

fwle,y) = fiv(w) = — exp{_\w”_ 1 exp{_“y}

- 27ow 202, | 2mow 202,
Valeurs numériques
La loi initiale est gaussienne centrée de matrice de covariance : o.15.
Les plages des valeurs sont telles que :
—4<zr<4det -4<y<A4.
Le parametre est o = 1.

Les densités sont dans R? et elles sont représentées graphiquement.
Les intégrales sont approximées par la méthode de Monte Carlo.

Xp suit une loi gausienne et sa fonction de repartition permet de simuler les valeurs
dans py pour déterminer le filtre prédit p; .

Dans la Figure 5.6, la densité du filtre prédit p; est gaussienne centrée de variance plus
grande que pour la densité py. La densité du filtre corrigé p; est gaussienne non centrée
de méme variance que p; .
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Densité po(z,y) =

1 22+
Sexp |- 55— ) S
T 2 Fonction de répartition

/,, i
it
/ a, r//'l/

/ /I IIII[

i
it Z,"a,

g
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FIGURE 5.5 — Densité et fonction de répartition de la loi initiale

¢ “u
,,///:,l:, ;;: S B
':’v":’o ;\"‘“ }
»‘- 0 (AT
i un‘;\r ,////’r KPR
i '::'::'"‘"‘ S A,
,,,I“ ', s 1 l' ,m ;|‘| R,
,,,,,,',u ‘ 5 N 7 l:," ,|,“‘

s

SIS u“‘ h
(KK (A
/ :,'4,*»:’0" B
’l"}
o, 5 ‘
55
7 A '..

FIGURE 5.6 — Densité du filtre prédit et du filtre corrigé

Pour voir I’évolution des filtres prédits et corrigés, on projette les densités dans un plan.

Dans la Figure 5.7, les filtres prédits gardent la méme espérance et s’aplatissent
progréssivement et les filtres corrigés ont des moyennes variables dues a l'introduction
de l'obsérvation et de variances de plus en plus grandes.

5.3.2 Oubli de la condition initiale

Considérons deux filtres optimaux déduits de deux différentes lois initales py et py et
calculons 'erreur

en= [ |pn(z) — pn(z)|dz.
R4

Il y a oubli de la condition initiale si lim ¢, = 0. En général, les filtres optimaux ne

n—oo

sont pas explicites par des densités. Dans ce cas, il est préferable d’'utiliser la norme de la
variation totale telle que

lim sup || < pin, ¢ > — < [fin, ¢ > ||y =0
n— o0 ¢

ou ¢ est une fonction test mesurable telle que ||| = 1 et < piy, ¢ >= O() pn (dx)
Rd

< fin, ¢ >=

H(w)inld).
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Densités du filtre predit et filtre corrigé

— prédit

— corrigé

FIGURE 5.7 — Filtres prédits et corrigés

La stabilité est évaluée par l'erreur ¢, a l'instant n. Cette erreur décroit rapidement
au cours du temps jusqu’a s’annuler. Cette convergence vers 0 justifie la stabilité du filtre.
La Table 5.2 donne ’algorithme de calcul de I’erreur.

Densités du filtre corrigé

sl=1
—s2=2

On considere deux
filtres optimaux issus
de deux conditions
initiales de variances
1 et 2. Les filtres
optimaux a l'instant
n sont gaussiens et
ont la méme allure et
se rapprochent.

FIGURE 5.8 — filtres optimaux pour 2 conditions initiales différentes
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Algorithme de I’erreur

Données : pg et py : lois initiales; N, Ny : entiers; g : densité

Résultats :

¢ lerreur

DEBUT

e(1)=0

pour n =1 a N faire

calculer p,(z) et p,(z)
an(z) = |pn(z) — prz)|

c(n) = /]R o (2)dx

TABLE 5.2 — Algorithme de calcul de l'erreur

FIGURE 5.9 — Erreur linéaire & N=10

L’erreur linéaire
représentant la
norme dans L' de
la différence des filtres
est une gaussienne
et s’aplatit tres vite.
L’aire définie par la
courbe de la différence
des filtres tend wvers
0. La courbe en
rouge marque l’aire
de lerreur apres 10
itérations.
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5.4 Filtrage de Kalman étendu

Considérons 'application sur la poursuite de trajectoire

On a le modele d’état :

n+1 fn( n) Wn

Ty = x,+ Vocos(a). T+ W,
i, = x%—gOT'T.[(ZnJrl)T—T]+Vosin(oz).7'+W§

fon(zl 2?2) = 22— 902 A@2n 4+ 1)1 = T) + Vosin(a).7

n

{fln( Loa?) =zl + Vicos(a).T

et le modele d’obsérvation :

Up = hialeg,al) V= V(ah —a) + (@2 - b2+ V)
2
y2 = hou(zl,2?)+ V2 = arctan[;’j_a + V2

W est un bruit d’état gaussien de densité :

1 1 _
fw(w) = )72 det GV 172 exp {—5 <w, (Q") taw >

V' est un bruit d’obsérvation gaussien de densité :

1
W) = G de v

1
exp |5 <. Q) o>
La Table 5.3 donne les calculs dans I’algorithme de Kalman :

5.4.1 Algorithmes

T, = (7L, 7%) est une approximation de I'état & la m-itération. Les fonctions f, et h,
sont dérivables. On linéarise f, et h, autour de z, tels que :

Fa(@) = fu(@a) + V (@) (z = Z0),
() 2 ho(Z) 4+ V(T (x — T)

On obtient le systeme linéarisé suivant :

Y, = Hy(X,—T,)+h,+V,
Xn+1 = Fn(Xn_j'n)—'—fn—i_Wn

o fu(Zn) = fr, Fro = Vu(@n), ha(Zy) = hy et H, = Vh, ().
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Algorithme du filtrage de Kalman :
Debut QY et QY : matrices de covariance des bruits, f,, h,

A

Résultat filtre prédit : Xg , filtre corrigé : X,

DEBUT

initialisation : X; = X, et Ry = Qo
pourn=1:N

Linéarisations dans I'équation d’état
fn = fﬁ(Xnil)
Fn = vfn(Xn—l)
Moyenne et covariance du filtre prédit
Xr? = Fanfl + f~n
R, = FyRo Fy + QY
Linéarisations dans I’équation d’obsérvation
;Ln = hn(Xr;)
H, = Vh,(X})
Covariance de 'innovation
@)~ H I+ QY
Gain de Kalman
K, =R, H;(Qy)™
Moyenne et covariance d filtre corrigé
Xo = X7 4 KoY, — (H, X + hy)]
R,=[I - K,H,|R,
fin pour n

FIN

TABLE 5.3 — Algorithme filtre de Kalman

Le gradient de f, est : Vf, (2!, 22) = { (1) (1) } et
le gradient de h,, est :

e R I N 7
(=0 + (@ =0 (e =)+ (a2 = D)

En notant, X,, = X,, — Z,,, [ = fu — ZTpa1 ,0n a un nouveau systeme linéaire :

Yn = Han + Bn + Vn
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hy, = [:EZ — b}
arctan | —
zl —a
1 0 _ T, + Vo cos(a).T — T}y
F, = et fo=1| 2 _ 90T : =2
0 1 :vn—T.[(2n+1)T—T]+Vosm(a).7'—r—a:n+1
2 2
w_ | sw 0 v_|sv O
Q"_{O S%/]eth—[O s%/}
Valeurs numériques
vitesse initiale Vo =10m.s™ 1.
Accéleration de la pesanteur : go = 10m.s72.
Nombre de mesures : N =21, periode : 7 = 10s.
Angle de lancement ca=m/8.
Position du capteur : A(500; 5000) : a = 500 et b = 5000.
Erreur de mesure d’état : N(0, o1 .15) avec oy = 1.2.
L’espace de temps est : t € [—100; 100], T' = 200
Erreur de mesure d’observation N'(0,0v.15) : oy = 0.8.
] o Dans le filtrage de Kalman,
1001 e lapproximation du signal

corrigé

— obsérvé

FIGURE 5.10 - Filtrage de Kalman

théorique est
Le signal prédit s’écarte
légerement de la trajectoire
nominale. L’obsérvation est
tres éloignée de la trajec-
toire théorique mais avec
cette obsérvation, le signal
corrigé est tres proche de la
’ trajectoire nominale.

immédiate.
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5.4.2 QOubli de la condition initiale

Dans le filtrage de Kalman, 'oubli de la condition initiale est justifié en considérant
deux conditions initiales différentes avec les parametres, les valeurs estimées sont tres
proches des valeurs observées. A partir de la troisieme itération, les valeurs estimées
s’approchent rapidement des valeurs observées.Dans cette section, on considere deux cas :

Premier cas

1

1

2

2

h Y2 | Ty Ty i
- 7.5459809 | 0.4687459 0. 0. 100. 1000.

67.013525 | 4526.5359 | 75.725179 | 4527.411 | 106.2688 | 4529.4597
284.31387 | 8071.669 | 251.02856 | 8070.85 | 251.60959 | 8066.9493
297.75522 | 10604.622 | 292.2238 | 10595.565 | 292.12102 | 10595.434
343.0538 | 12148.095 | 351.63765 | 12146.714 | 351.6321 | 12146.726
144.37797 | 12703.307 | 248.27557 | 12714.522 | 248.27581 | 12714.523
501.43865 | 12236.603 | 515.70583 | 12265.868 | 515.70586 | 12265.868
629.5054 | 10765.128 | 635.64991 | 10771.164 | 635.64991 | 10771.164
651.40825 | 8317.6599 | 679.90396 | 8321.4983 | 679.90396 | 8321.4983
797.04113 | 4849.3746 | 807.69374 | 4858.141 | 807.69374 | 4858.141
928.08766 | 610.32518 | 920.11305 | 610.15184 | 920.11305 | 610.15184

TABLE 5.4 — Valeurs obsérvées et estimées avec Xy = (0;0) et Xy = (100;1000)

En prenant le méme écart type oy = 1 pour les valers initiales différentes des moyennes
Xo = (0;0) et Xy = (100;1000), on obtient pratiquement les mémes estimations a partir
de quatrieme itération.

14 000

13 000 —.
12 000 —-
11 000 —-
10 000 —.
9 000 —.
8000 —-
7 000 —-
6 000 —.
5000 —.
4000 —-
3000 —-

2000

1000

0

*

o O
* ok
* 0k

O Observation
# Estimationl
# Estimation2

L)

-100

T 1 T
0 100 200

T T T
300 400 500

T T T
600 700 800

T T
900 1000

FIGURE 5.11 — Trajectoires avec Xy = (0;0) et Xy = (100;1000)
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Deuxieme cas

2

2

3

3

h Y2 | x5 Ty x5
- 7.5459809 | 0.4687459 100. 1000. 100. 1000.

67.013525 | 4526.5359 | 106.2688 | 4529.4597 | 106.89795 | 4529.9269
284.31387 | 8071.669 | 251.60959 | 8066.9498 | 251.61686 | 8067.0114
297.75522 | 10604.622 | 292.12102 | 10595.434 | 292.12293 | 10595.434
343.0538 | 12148.095 | 351.6321 | 12146.726 | 351.63213 | 12146.725
144.37797 | 12703.307 | 248.27581 | 12714.523 | 248.2758 | 12714.523
501.43865 | 12236.603 | 515.70583 | 12265.868 | 515.70586 | 12265.863
629.5054 | 10765.128 | 635.64991 | 10771.164 | 635.64991 | 10771.164
651.40825 | 8317.6599 | 679.90396 | 8321.4983 | 679.90396 | 8321.4983
797.04113 | 4849.3746 | 807.69374 | 4858.141 | 807.69374 | 4858.141
928.08766 | 610.32518 | 920.11305 | 610.15184 | 920.11305 | 610.15184

TABLE 5.5 — Valeurs obsérvées et estimées avec oy = 1 et 0¢ = 2

En prenant la méme valeur de la moyenne a ’état initial X, = (100;1000) et avec

14 000

13 000 —.
12 000 —.
11 000 —-
10 000 —.
9 000 —.
8000 —.
7 000 —-
6 000 —.
5000 —.
4000 —.
3000 —-
2000 —.
1000 —.

0

*

* % O

(o)
*
*

O Observation
# Estimation2
# Estimation3

o

—%
-100 0

T T T T
100 200

T T T T T T
300 400 500

T T T T T T
600 700 800

T T T
900 1000

FIGURE 5.12 — Trajectoires avec o9 = 1 et gy = 2

deux écart-type différents oy = 1 et 0y = 2, on obtient encore pratiquement les mémes
estimations apres quatre itérations.

Finalement, les différentes valeurs des moyennes et des écarts-type n’ont pas d’impact

dans I’ estimation de la trajectoire réelle. Les valeurs observées permettent
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5.5 Filtrage de Uhlmann et Julier

5.5.1 Modélisation

Dans la poursuite de trajectoire, considérons le systeme d’équations horaires

z(t) = Vy.cos(a).t
y(t) = —%t.(t —T) + Vy.sin(a).t
avec t € [0;T] et 7 la période des mésures.

On a I'équation de la trajectoire avec t = ——,
Vo. cos(a)

90 z Z . x
P . —T) V. —r
Y 2 V. cos(a) (Vg.cos(oz) ) + Vo-sinfa) Vo. cos(a)

_ 90 22 go-T Vo. sin(a) .
Y 2(Vp. cos(a))? "\ 2Vp.cos(a)  Vp.cos(ar) )

__Lﬁ—i- go. T + 2Vj. sin(«) N
Y= T2V cos(a))? Wocosia) )

Notons a linstant ¢, x, = z(t,) et , y, = y(t,)

Tpy1 = x(t, +7) = V. cos(a).(t, + 7) = x, + V. cos(a).T. (5.1)

o 90 22 go-T + 2V4. sin(«) .
Yot = 2(Vp. cos(a))2 ™! 2Vj. cos() o

go. T + 2Vj. sin(«)
2Vp. cos(a)

-9
Ynil 2(Vp. cos(r))?

(2 + V. cos(a).7)? + ( > (20 + V. cos(a).7)

9o 9 go.T + 2Vj. sin(«)
Ynit = ~ 2(Vp. cos oz))z'x" ( 2Vp. cos(a) ) o

2g0.Vp. cos(a).T go-(Vy.cos(a).7)?  (go. T + 2Vj. sin(a))Vp. cos(a).7

—2(Vp. cos())? 2(Vp. cos(a))? 2Vp. cos(a) '

Xy + [—

9o-T 9o-T ,
Ynt1 = Un — v C(i)S(Oé) Xy F 02 (T — 1) + Vp.sin(a).7 (5.2)

Dot Véquation d’état : X1 = Fy. X, 4+ fo + W,

Avec X, = <:;">, Xpg1 = <x"+1), W,, ~ N(0,0w.I5) ou Iy = (é (1)) et

Yn+1

1 0 Vo. cos(a).T
F, = _.90—‘7 1] fa= %(T_T)Jrvo.sin(a)f '
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5.5.2 Algorithme
Algo filtre Uhlmann et Julier
Données : px, densité de la loi initiale , h,, et f,, fonctions du modele,
pw densité du bruit d’état, py densité du bruit d’observation.
Résultats : estimation des parmetres des filtres prédit et corrigé.
DEBUT
K 1
Wy = , our 1 <i<d,w ; =wj=—"—
T d+r P - - 2(d+ k)
Décomposition de Cholesky :Fy = Sy.5;
Initialisation des o-points R
Zo :Xo, ZT; :Xo‘i‘S().ei. d+/€, Tr_; :XO—SQ.GZ'. d+ kK
Pour n=1 a N
Décomposition de Cholesky : P,y = S,,-1.5,_;
Déterrpination de§ o-points R
ro=Xn 1,z =Xy + S Vd+ K, v =X, 1 — Spre.Vd + K

Evolution des o-points : u; = Xn,l — Sp_1.7%;
Moyenne et covariance du filtre prédit

d

i=—d
d
Pr= Y wilfalw) = X7).(fulw) = X)) + Q)
i=—d

Décomposition de Cholesky :P,‘~ =5, .5, *
Evolution des o-points v; = X, — S, .x;

d
Yn* = Z wi-hy (v;)

i=—d
d

Qn = Z wiha(vs) = Yo )-(ha(vs) = Y,)" + Q)

d
Co =Y wil fulus) = X)) (hn(vi) = ¥, )"
i=—d
Moyenne et covariance du filtre corrigé
X, =X, +C..Q, (Y, - Y, )
P, =P —C,Q,C;
Fin pour N.

FIN

TABLE 5.6 — Algorithme filtrage de Uhlmann et Julier
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Approximation linéaire

Avec la loi gaussienne de moyenne m et d’écart type o, considérons ’approximation
linéaire par interpolation sur les sigma-points. x_y = m — k.0, tg = m et r1 = m + k.0
avec Kk = 1.96.

Si g est la densité gaussienne, les ordonnées sont définies par g(z_1), g(zo) et g(z1).

Prenons m = 2, 0 = 1 et on obtient les courbes brisées comme approximation linéaire
de la densité gaussienne.

0.2
0.18
0.16 -
0.14 —-
0.12 —.

0.1 4
0.08
0.06 —.
0.04

0.02

FIGURE 5.13 — Approximation linéaire de la densité gaussienne

5.5.3 Oubli de la condition initiale

Dans le filtrage de Kalman inodore, il y a effectivement oubli de la condition initiale.
4 cas sont a considérer :

(oY

100 10
- o= (1000) et Qo = (0 1)

(o (i)

100 40
- Xo= (1000) et Qo = (0 4)

y1 et yo sont les coordonnées des observations obtenues par les capteurs.
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Le tableau suivant donne les trajectoires pour deux valeurs X, = ( 100 ) et Xo = (0)

1000 0
avec Qg = ((1) (1])

Vi v 7) 75 7 5
- 7.5459809 | 0.4687459 100. 1000. 0. 0.
67.013525 | 4526.5359 | 175.37003 | 4411.8067 | 175.41208 | 3457.2727
284.31387 | 8071.669 | 199.69358 | 7694.3361 | 158.74927 | 7510.7
297.75522 | 10604.622 | 244.43169 | 10367.74 | 217.04032 | 10343.58
343.0538 | 12148.095 | 315.92076 | 12045.088 | 303.37072 | 12054.901
144.37797 | 12703.307 | 356.3824 | 13089.9 | 351.58818 | 13098.584
501.43865 | 12236.603 | 498.34045 | 12374.148 | 496.71915 | 12378.595
629.5054 | 10765.128 | 610.48533 | 10787.423 | 609.99987 | 10789.226
651.40825 | 8317.6599 | 695.95373 | 8422.1481 | 695.82799 | 8422.7835
797.04113 | 4849.3746 | 802.27755 | 4914.3471 | 802.25195 | 4914.5464
928.08766 | 610.32518 | 899.28444 | 570.04486 | 899.2821 | 570.09975

TABLE 5.7 — Valeurs observées et estimés pour X, différentes

Les moyennes estimées a 1’état initial n’ont pas d’impact sur les valeurs estimées a la
quatrieme estimation.

14000

14000

*
10000 10000

9000 9000

5000 4 & 5000 o &
o o
4000 4 4000 o

wwwwwwwwww
0000000000000000000000000000000000000000

FIGURE 5.14 — Trajectoires éstimées pour X, différentes

. . . 10
Le tableau suivant donne les trajectoires pour deux valeurs )y = < ) et Qp =

0 1
10 100
(0 1) avee Xo = (1000)
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Vi Y2 7 5 i )

- 7.5459809 | 0.4687459 100. 1000. 100. 1000.
67.013525 | 4526.5359 | 175.37003 | 4411.8067 | 260.63672 | 3591.5728
284.31387 | 8071.669 | 199.69358 | 7694.3361 | 199.61806 | 7482.7591
297.75522 | 10604.622 | 244.43169 | 10367.74 | 232.56823 | 10313.715
343.0538 | 12148.095 | 315.92076 | 12045.088 | 308.52086 | 12040.156
144.37797 | 12703.307 | 356.3824 | 13089.9 | 353.0985 | 13092.732
501.43865 | 12236.603 | 498.34045 | 12374.148 | 497.09921 | 12376.567

629.5054 | 10765.128 | 610.48533 | 10787.423 | 610.07263 | 10788.602
651.40825 | 8317.6599 | 695.95373 | 8422.1481 | 695.8322 | 8422.6156
797.04113 | 4849.3746 | 802.27755 | 4914.3471 | 802.24676 | 4914.5096
928.08766 | 610.32518 | 899.28444 | 570.04486 | 899.27846 | 570.09505

TABLE 5.8 — Valeurs observées et estimés pour () différentes
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FIGURE 5.15 — Trajectoires éstimées pour )y différentes

5.6 Conclusion

Dans la poursuite de trajectoire, les filtrages dans des cas de modele d’état markovien
sont appliqués. L'introduction des coordonnées polaires dans les mesures des obsérvations
entraine la non linéarité du modele d’obsérvation. Les mesures d’obsérvation sont en
général, perturbées par des bruits blancs uniformes dis aux imprécisions des mesures.
L’oubli de la condition initiale est aisement vérifié dans ce cas.

De meéme, les filtrages de Kalman étendus et inodores sont appliqués. Pratiquement, la
mise en ceuvre du filtrage de Kalman étendu est plus simple que celle du filtrage de
Kalman inodore mais la précision est apparemment meilleure pour le dernier.

L’oubli de la condition inintiale est vérifié pour ces filtrages de Kalman.
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre d’applications, le filtrage particulaire est adopté pour un systeme
commandé et le filtrage par noyau de convolution pour un systeme paramétré. Pour ces

deux filtrage, ’echantillonnage des particules tient le role clef.

Les methodes de filtrage sont appliquées dans un plan et les particules sont tirées dans

I’espace de didmension 2.

135
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6.2 Filtrage particulaire

6.2.1 Modelisation de systeme commandé

Etant donnée la trajectoire nominale d'un avion volant a une vitesse théoriquement
uniforme, le filtrage consiste a estimer la trajectoire réelle a chaque période de temps selon
I'observation capté par un radar.

Le modele d’état est tel que,

Xn+1 = Xn +An + Wn

Wy COS Oy, . T
Wy, SIN Q. T
fonction de la derniere estimation.

ou A, = avec T la periode de mesure, w, est la vitesse commandée en

l ~ N
Plus précisement, on a w, = — avec [, = \/(xn+1 — X12)2 4 (2, — Xop)?
T

4% .
Xny1 = (ml’"H), X, = (xln) et W, = ( 1’”) est un bruit blanc perturbateur des

T2n+1 2.n W2,n
mesures d’état.

Tintl = Tin + Wy.cosay,. T+ Wi,
Toaptl = Tan +wy.sina,. 7+ Wy,

Tn — XQ,n
a, = arctan | ———m—
Tn+1 — Xl,n
Le modele d’observation est tout simplement

ouy, = (y1"> etV, = < 1’") est un bruit blanc perturbateur des mesures d’obsérvation.

2.n

Yin = Tin + ‘/l,n
Yoan = Tan + ‘/2,71
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6.2.2 Algorithme

Algo filtre particulaire
Données : px, densité de la loi initiale , h et f fonctions du modele,
ow > 0 ecart type du bruit de mesure py densité du bruit d’observation.

Résultats : particules (Af” 1<i<N)

DEBUT

Initialisation des particules : (€0,...,£%)

1
€% ~ px, avec les poids w’ = —
N
Pour i =1 : N, faire

Pour n =1 : N faire
mutation : £ = f(é;’l—l) + Wi

pondération :

i (i hE))
S v (Y — h(g)

n

fin pour n

N (3 (wh)?) !

i=1

Test si N¢// /N < 0.75 alors,

Selection : redistribution des particules :
(€., ) avec wi «+ 1/N

Sinon continuer

fin pour i

FIN

TABLE 6.1 — Algorithme filtre particulaire
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o — mesuré

i ®  obsérvé

4 ®  approché

I ST ST

|
q

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
FIGURE 6.1 — Filtre particulaire
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34 ® particules mutées
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FIGURE 6.2 — Mutation des particules

Dans le filtrage particulaire,
la trajectoire théorique me-
surée est approchée par
les estimations obtenues a
partir de la distribution
de particules. L’observation
s’écarte légerement de la
trajectoire théorique non
obsérvée. Les estimations
sont proches de la trajec-
toire nominale sans pertur-
bations.

Les  particules initiales
sont mutées a partir de
I’équation d’état. Les poids
des particules sont cal-
culés a partir de 1’équation
d’obsérvation. Le poids
d’une particule caracterise
sa contribution dans l'ap-
proximation. Le nombre
de particules efficaces est
obtenu de la formule de

Neff
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® particules negligeables
1.0+ ® particules séléctionnées
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FIGURE 6.3 — Selection des particules

6.2.3 Oubli de la condition initiale

Valeurs numériques

Condition initiale

Periode

La vitesse initiale

Nombre de mesures

Ecarts type

Mesure d’état

Mesure d’observation
Accéleration de la pesanteur

. XO ~ N(Xo,ro)
17 =10s

: Vo = 10ms™1
:20

CSw = 0.8

LSy = 1.4.

: go = 10m.s72.

91.5
* % % particules initiales
91 +
*
*
90.5 4
*
* * g
90 + *
*
*
*
89.5 + * *
* *
89 + *
*
*

88.5 o %

88 T T T T T T T T

75 8 8.5 9 95 10 105 11 115 12

FIGURE 6.4 — Particules de la loi initiale

Les particules sont
séléctionnées selon leurs
poids. Les particules de

poids négligeables sont rem-
placées par des particules
obtenues par redistribution
multinomiale des particules
de poids non négligeables.
Apres la  redistribution,
les particules ont le méme
poids 1/N.

Les particules initiales sont
obtenues par echantillon-
nage de la loi initiale nor-
male N(Xp,s2) avec la

moyenne X, = (58) et de

variance s3 = 0.8.
Le nombre de particules est
de 40.
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102

b trajectoire nominale
O O O trajectoire observée
1015 s . .
o L’engin  volant suit une
[e] [} . . .1
101 o trajectolre rectiligne.
[e]
os ° o ° Les mesures sont prises
. o systématiquement avec une
100 ° 5 periode de 10s.
s ° o ° Les mesures des observa-
® ] o o . ,
tions sont perturbées par
* 7 ° 0 un bruit blanc de matrice
o5 ] de covariance 'unité.
o
98 — 71 r 1 - 1 - 1 r 1 r T r T r 1T T 1T ™ T 7
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

FI1GURE 6.5 — Trajectoire nominale et obsérvée

114

® e e particules initiales o . e e e
112 , o © oesimaion La condition initiale est
- N
10 1 Xo ~ N(X,sg) avec
108 > 10
106 | XO = (90) et So — 0.8

104

Les particules sont
dispérsées sur des droites
verticales a la trajectoire
nominale. A la premiere

102

98 4

96 o

04 itération, l’estimation est
02 Jo tres proche de la trajectoire
901! réelle.
88 l- T T T T T T T T T

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIGURE 6.6 — Evolution des particules avec X, = (10;90) et so = 0.8
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n X y v o

0 10 90 10.050876 | 1.4701377
1 | 110 | 100.42353 | 10.000137 | 1.57603165
2 | 210 |99.953279 | 10.000011 | 1.5693291
3 | 310 | 99.794889 | 10.000047 | 1.57384745
4 | 410 | 100.07696 | 10.000016 | 1.5690268
5 | 510 | 96.72457 | 10.005695 | 1.5370558
6 | 610 | 99.463145 | 10.000203 | 1.57716475
7 | 710 | 100.30853 | 10.000083 | 1.566711
8 | 810 | 98.952991 | 10.000658 | 1.58226595
9 | 910 | 100.13502 | 10.000028 | 1.5684461
10 | 1010 | 99.66789

TABLE 6.2 — Vitesse et angle pour XO = (10;90) et so = 0.8

112

110
108
106
104
[ ]
102 8
100 A

98 o

96 +

94

L] L]
o O

@ particules initiales
O estimation

FIGURE 6.7 — Evolution des particules avec X, = (10;110) et so = 0.8

T
600 800

T
1000 1200

La condition

initiale est

Xo ~ N(X,s0) avec

A 10
XO = (110) et S0 = 0.8

n X y v o
0 10 110 10.050876 | 1.67145495
1 | 110 | 100.30978 | 10.000084 | 1.57489405
2 | 210 |99.603192 | 10.000123 | 1.5658283
3 | 310 | 100.0651 | 10.000014 | 1.57247145
4 | 410 | 99.907158 | 10.000019 | 1.688679
5 | 510 | 100.11962 | 10.000024 | 1.57299245
6 | 610 | 100.11962 | 10.000024 | 1.57299245
7 | 710 | 100.11962 | 10.000024 | 1.57299245
8 | 810 | 99.995124 | 10.000005 | 1.5697476
9 | 910 | 99.76132 | 10.000057 | 1.5674095
10 | 1010 | 99.904991
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FIGURE 6.8 — Evolution des particules avec Xy = (10;110) et s = 2
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TABLE 6.3 — Vitesse et angle pour Xy = (10;110) et sy = 0.8

La condition

initiale est

Xo ~ N (X, 50) avec

5 10
XO = (110> et So = 2

n X y v o
0 10 110 10.050876 | 1.67145495
1 | 110 |99.904991 | 10.000019 | 1.5688462
2 | 210 | 100.37613 | 10.000113 | 1.58124165
3 | 310 | 100.37613 | 10.000113 | 1.57555755
4 | 410 | 99.273133 | 10.000342 | 1.5625278
5 | 510 | 100.04038 | 10.00001 | 1.57240015
6 | 610 | 95.096761 | 10.012508 | 1.5208056
7 | 710 | 101.39904 | 10.001123 | 1.58578565
8 | 810 | 99.225405 | 10.000382 | 1.5620506
9 | 910 | 99.252267 | 10.000359 | 1.5623192
10 | 1010 | 99.34405

TABLE 6.4 — Vitesse et angle pour Xy = (10;110) et s = 2
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6.3 Filtrage par noyau de convolution

6.3.1 Modelisation de systeme paramétré

Une trajectoire théorique est suivi par un avion. Avec un radar, les controleurs aériens
peuvent suivre ce déplacement en recevant un signal en temps a intervalle régulier.L’avion
ne peut pas suivre exactement le plan de vol a cause des perturbations aériennes comme
les trous d’air. De méme, le tour de controle capte les signaux avec des imprecision du
radar.

Notons X,, I'écart entre la trajectoire idéale et la position de I'avion au temps n et Y,
la mésure obsérvée par le radar au temps n. On obtient le systeme suivant :

Xo =W
X, =aX,_1+W, ou W, est un bruit blanc de variance ¢ de la mesure de la

position X et V,, est un bruit blanc de I'obsérvation Y.

On souhaite estimer les coefficients a et o.

6.3.2 Estimation paramétrique

Introduisons d’abord le lemme sur les lois conditionnelles gaussiennes suivant,
Lemme 29 Soit (X,Y) un vecteur gaussien dans R?* tel que L ~ N'(u,7?) et

LY]X) ~N(aX + 3,6%)

alors ( 8
wooalY —
conv) N (o (5 + 200 )
avec
1 o
FTEtE

La Log-vraisemblance est :

n

_ 2
In L(CL,UZ,Xl, o Xn) = _71111_(27?) _n ln(02) + Z _(Xk aXg 1)
2 k=1

202

Les estimateurs obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance sont obtenus par

Oln L(a,0,X1,...,X,) Oln L(a,o, X1,...,X,)
=0et
oa do?

=0etona:
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> XXy
= (6.1)
> X
k=1
1 n
o == (Xp— anXp1)™. (6.2)
4
X, =Y, —V, nest pas obsérvable.
6.3.3 Estimation non-paramétrique
A partir de n-observations x1,...,z, de la variable aléatoire X, on construit I’his-

max r; — min x;

togramme a pas régulier h =

, ou N est le nombre de rectangles dans

I’histogramme. Avec un nombre assez important d’obsérvations et un pas tendant vers 0,

la densité de X est approchée par I'histogramme.

VTN

FIGURE 6.9 — Estimations de densités par histogramme

6.3.4 Estimation par histogramme mobile

En considérant un intervalle de longueur h appelé parametre de lissage, centré en x,
par définition, la relation entre la fonction densité fx de X et sa fonction de repartition

Fx est telle que,

h h

fx(@) = Jim h
P(z—ﬁnga:—l—ﬁ)
} 2 2
= lim
h—0 h
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Avec n-observations 1, ...,z, de X, on peut approximer la densité fx par :
= 1 [ecard {z; : 2 —h/2 <z; <x+ h/2}
Fio =3 |
n
Ly (x:)
= -7 T— T T

1 n
= Z Lw,—n/22,4n/2 (%)
T i=1
1 n
= nh Z ]I[—h/Q,h/z] (l‘ - $z)
T i=1
1 i I T —x;
= - [—1/2,1/2] h
1 — T — T;
= Z Ole|<1/2 ( )

1 U
= Z‘Slxlﬂ/2 zi) avee Oy jp(u) = 3-0<1/2 (E)

D’une part, I'approximation de la densité de X en un point x est la moyenne de la densité
uniforme wup_p /2,9 sur U'intervalle [—h/2, h/2] appliquée aux ecarts par rapport a x, et

d’autre part c’est le produit de convolution de cette densité uniforme par la mesure somme
n

de mesure de Dirac sur les observations = — E Oz, -
n
i=1

Fo (@) = (upnzpyz * 1) (z) = /Ru[—h/zh/z] (v — ) (i) dows

Pour un parametre de lissage h < 1, l'estimation de la densité est plus proche de la

h=1,0=100 h=1,n=20

FIGURE 6.10 — Estimations par histogramme mobile pour h=1

densité exacte. Cette approximation est encore meilleure si le nombre d’obsérvation est
plus important.
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Pour h = 10, la discontinuité de ’estimation est mise en evidence. L’approximation par
noyau ameliore I'estimation.

h=10,n=100 h=10,n=20

FIGURE 6.11 — Estimations par histogramme mobile pour h=10

6.3.5 Estimation par noyau de convolution

L’estimation par noyau de convolution [ABDOUS et al,1994] est une
généralisation de I'estimation par histogramme mobile. L’approximation de la densité est

telle que :
z 1 & r—X;
n - K ¢ Rd
Ry = ok () e
K est un noyau de Parzen-Rosenblatt tel que : / K(z)dr =1, | 1|im |2|?K (z) =0 et le
R4 T|—00

parametre de lissage h est une fonction du nombre d’obsérvations n.

h=0.3, =100 h=0.8, n=100

FIGURE 6.12 — Estimations par noyau pour h=0.3 et h=0.8

L’estimation de la densité par noyau est meilleure lorsque le parametre de lissage est
environ 0.3. Elle est apparemment meilleure avec un noyau de Picard qu’avec un noyau
d’Epanechnikov. En tout cas, le nombre d’obsérvation doit étre assez important.
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h=1, n=1000 h=1, n=100

densité normale
noyau d'Epanechnikov
noyau de Picard

densité normale
noyau d'Epanechnikov
noyau de Picard

FIGURE 6.13 — Estimations par noyau pour h=1

Pour le parametre de lissage égal a 1, I'estimation de la densité normale est meilleure
avec un noyau d’Epanechnikov qu’avec un noyau de Picard. L’estimation est accéptable
avec un nombre d’observé élevé a partir de 1000.

On a les mémes constatations pour les estimations par noyau d’une densité exponentielle.

h=0.8, =100 h=1, n=100

densité exponentielle
noyau d'Epanechnikov
noyau de Picard 035 ]

densité exponentielle
noyau d'Epanechnikov
noyau de Picard

FIGURE 6.14 — Estimations par noyau de la densité exponentielle

6.3.6 Estimation des densités conditionnelles

La loi de Y est de densité py et la loi conjointe de (X,Y") est de densité pyy. Par la
formule de Bayes, la loi conditionnelle de X sachant Y = y est telle que : pour tout ¢
fonction test mesurable bornée,

Ble(OIX 3] = [ plalpxv—y(e)ds
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0.8

noyau de convolution gaussien
0.75

0.7 4
0.65
0.6 4
0.55
0.5 4
0.45
0.4 4
0.35
0.3 4
0.25
0.2 4

0.15

0.1

0.05

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

FIGURE 6.15 — Estimation par noyau de convolution gaussien

et avec des noyaux de convolution K,*Y dans l’estimation de la densité conjointe de
(X,Y) et K," dans I'estimation de la densité marginale de Y,

pxy(7,y) _ px(x).PY\sz(y)

P X
=) = py () py (y)
R xy (T —X; y—Y
n.h?ZKh ( o
=1
~ - o
nh 2 1 ( 7 )
1 < K Ylx=e (YT Yi
n.h? Z ( po ) ( h

| 2

RN (

")

est le noyau de convolution dans I'estimation de la densité conditionnelle de Y
sachant X = z.

KhY|X:x

3
Avec le noyau d’Epanechnikov, K(y) =1 — §y2 si ly| <1 et le noyau de Picard

1
K(y) = 5 exp(—|y|), on construit les noyaux de Parzen-Rosenblatt en deux dimensions

tels que,
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défini sur le rectangle | — 1, 1[x] — 1, 1] et

K(z,y) = § expl~(a] + o))

défini sur R? ot lim  (2® +9*)K(z,y) = 0.

r24y2—00

densité conditionnelle de X sachant Y=1 densité conditionnelle de X sachant Y=-2

densité conditionnelle
noyau d'Epanechnikov 045

densité conditionnelle
noyau d'Epanechnikov

FIGURE 6.16 — Estimations par noyau d’Epanechnikov de la densité conditionnelle

La loi conjointe de (X,Y") est gaussienne et la loi conditionnelle de X sachant Y =y
est également gaussienne.
Dans les noyaux d’Epanechnikov, le parametre de lissage est égal a 1 et dans les noyaux
de Picard il est de 0.3. Le nombre d’obsérvation est égal a 1000.

densité conditionnelle de X sachant Y=-1 densité conditionnelle de X sachant Y=2
045 045
densité conditionnelle densité conditionnelle
noyau de Picar noyau de Picard
0.4 04 -
035 | 035
03 03
025 | 025
02 - 02 -
015 015
01 01
005 - 005
o T T T T T T T o T T T T T T T
-a -3 -2 -1 0 1 2 3 -a -3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 6.17 — Estimations par noyau de Picard de la densité conditionnelle
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6.3.7 Algorithme

Algo filtre par noyau
Données : px, densité de la loi initiale

, hy et f; fonctions du modele,

K, noyau de convolution py densité du bruit d’observation.

Résultats :

DEBUT

estimation de la densité du parametre 6, densité du filtre optimal

Initialisation des N1 particules : & =

Pourt=1a N

Génération des particules :

Evolution des particules :&i ~ py (v), 7 ~ py(v), 6

i‘t = ft(i‘i—la Q_z—la (Di—l)

Estimation des densités : p}'(z, 0|y;.4) =

> i

ﬁ?(mylt) =

(i'i—h 9_2—

(x()v )

Px, (ZL‘ 6)

1) ~ ﬁ?—l('x79|y1:t—1)

i __ i
- Yt—-1-

— ) K (0; — 0) K (% — )

> i

> i

_yt

— Y Kh(e — 9)

> K

=1

Z Kh(gt -
i=1

— yo) K (%) — 7)

i (xlyre) =

Fin pour ¢.

n

Z Kn(g; —

=1

?Jt)

FIN

TABLE 6.5 — Algorithme filtrage par noyau de convolution
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Applications numériques

Particules initiales :

0 = (a,0?) ag ~ Ulag — hy;ag + hyl,

0'(2] ~ Z/{[CLQ — hl,ﬁg + hl],
XO NN(O,&Q)

écart type du bruit 0.8

o 0 0 O particules initiales
o
o o0
15 ] o
° o
o
1] o
00
o
o @
° 6 e L o ©° ° & °
05 ° o °
o o 00 o
o ° °
@0 00 o, © ° o
04 ° o o ® ,° °
° ° o o o
® R oo
-05 o © o o ©
o o o
o [}
e 00 o o
1] o ° o o
o o © o
o o
o
15 o
o
o
- T T T T T T T T T
10 20 30 a0 50 60 70 80 90 1

0.06 -

0.055 |

0.05

0.045

0.04

0.035 |

0.03

0.025

0.02

0.015 -

0.01 4

0.005

distributions des particules

°

-a

T T
-3 -2

T
-1

T T
1 2

FIGURE 6.18 — Distribution des particules initiales

Evolution des particules
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Régularisation des filtres

K}, noyau d’Epanechnikov

Z Kn(9; — ye) Kn (3} — )
=1

ﬁ?<x|y1:t) =

Z En (9, — i)
i=1

densité prédite filtre prédit
0.65 filtre corrigé
0.3 4 0.6
055 +
0.25 05 4
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FI1GURE 6.20 — Densités des filtres prédit et corrigé
Génération des particules
51 AN
Y
Ty ~ Py (]y14)
0.6 25
densité optimale 0 0 o echantillonnage du filtre optimal
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FIGURE 6.21 — Echantillonnage du filtre optimal
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6.3.8 Oubli de la condition initiale
Xn = a.Xn_l + O'n.W()

V,=/1+X2+V,
V,, est le bruit blanc d’obsérvation non nécessairement gaussien.
Il s’agit d’estimer le filtre optimal et les parametres a et o,,.
Les parametres peuvent étre estimés par

Considérons le systeme

oll WO ~ N(O, 1)

n
E Xp—1. X,
k=1

n
-2
E : Xk—l
k=1
n

. 1 S
O'TQL = — Z(Xk — an.Xk,1)2

k=1

3

ol X}, est I'estimation de X a la k-ieme itération. Ces formules sont mises en defaut dans
le cas ou la premiere valeur de X est nulle.

Xp suit une loi gaussienne centrée.
0 . d 1 . -f
ag et oy sumvent des lois uniformes.

Dans la figure suivante, avec ag ~ U[0.7;1.1] et 0¥}, ~ U[1.7;2.1], on obtient les esti-
mations par noyau de convolution d’Epanechnikov avec h = 1 des densités :

Estimation du filtre a linstant n

FIGURE 6.22 — Densités du filtre et des parametres

Cosidérons les cas suivants :
Y est la valeur obsérvée,
X est la moyenne estmée du filtre,
ox est lecart-type du filtre
avec 9 itérations, on a :
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6.3 Filtrage par noyau de convolution

Conditions initiales : X =0, Sp1 = 0.8, a ~U[0.7;1.1] et ow ~ U[1.7;2.1]

1| 1.7966707 | - 0.4062612 | 1.6542424 | 0.9 | 1.9
21 0.7437838 | 0.2665080 | 2.1920109 | 0.85 | 1.85
3 | 1.5760042 | 0.1714222 | 1.7913355 | 0.9 | 1.9
4 126075117 | - 1.0083074 | 1.8484788 | 0.9 | 1.85
5 | 2.7045816 | 0.5833369 | 1.8057736 | 0.85 | 1.9
6 | 0.3063468 | - 0.0842307 | 1.1799115 | 0.9 | 1.9
7| 2.1206878 | 0.4520169 | 1.4853735 | 0.85 | 1.9
8 1 0.0927576 | 0.7719133 | 0.7602809 | 0.85 | 1.85
9 | 0.5409059 | 0.6236139 | 1.5701402 | 0.9 | 1.9

Conditions initiales : Xo =0, Sp1 = 1.2, a ~U[0.7;1.1] et ow ~ U[1.7;2.1]

11 1.7966707 | - 0.0033626 | 1.8744165 | 0.9 | 1.9
21 0.7437838 | - 0.2227299 | 1.5361767 | 0.85 | 1.9
3 | 1.5760042 | 0.6196535 | 2.0131198 | 0.85 | 1.9
4126075117 | - 0.8126852 | 1.196278 | 0.85 | 1.85
5 | 2.7045816 | 0.2673170 | 1.993008 | 0.85 | 1.9
6 | 0.3063468 | - 0.5451384 | 1.631883 | 0.85 | 1.8
71 2.1206878 | - 0.6748219 | 1.9034892 | 0.85 | 1.85
8 1 0.0927576 | - 0.2202775 | 1.4767549 | 0.9 | 1.85
9 | 0.5409059 | - 0.1002396 | 1.5885445 | 0.85 | 1.9

Conditions initiales : Xo =0, Sp1 = 2, a ~U[0.7;1.1] et o ~ U[1.7;2.1]

1| 1.7966707 | 0.5860447 | 2.2229572 | 0.9 | 1.9
2] 0.7437838 | - 0.1303366 | 2.3378443 | 0.9 | 1.95
3| 1.5760042 | 0.0212632 | 1.8241213 | 0.9 | 1.9
4 1 2.6075117 | 0.8042460 | 2.4733732 0.9 | 1.9
5 | 2.7045816 | 0.0391342 | 1.6620968 | 0.9 | 1.9
6 | 0.3063468 | 0.2627481 | 1.5421818 | 0.9 | 1.9
7 | 2.1206878 | - 0.3670376 | 2.0092802 | 0.9 | 1.9
8 1 0.0927576 | - 0.1609236 | 1.881182 | 0.9 | 1.9
9 1 0.5409059 | 0.3967783 | 1.2610719 | 0.9 | 1.9

TABLE 6.6 — Estimations des parametres avec og = 0.8,00 = 1.2, 09 = 2 oy = 0.2 et

o, =0.2

La condition initiale varie avec 1’écart type de Xy avec 0.8, 1.2 et 2. On constate que
les valeurs de les moyennes du filtre sont tres proches de 0 et d’écarts type proches de 2.
Les valeurs du parametre a sont pratiquement égales a 0.9 et les valeurs des 1’écarts type

du bruit sont pratiquement égales a 1.9.
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Conditions initiales : X = 0, Sp1 = 0.8, a ~ U[0.8;1] et o ~ U[1.8;2]

11 1.7966707 | - 0.4559336 | 1.6590117 | 0.9 | 1.85
2|1 0.7437838 | 0.2335341 | 2.2282359 | 0.85 | 1.85
3 | 1.5760042 | 0.1686687 | 1.8034567 | 0.9 | 1.85
4126075117 | - 1.0949632 | 1.7664042 | 0.9 | 1.85
5 | 2.7045816 | 0.4674864 | 1.8671267 | 0.85 | 1.85
6 | 0.3063468 | 0.2715537 | 1.0634355 | 0.9 | 1.9
71 2.1206878 | 0.3692824 | 1.4770553 | 0.85 | 1.9
8 10.0927576 | 0.8731681 | 0.7690005 | 0.85 | 1.85
9 | 0.5409059 | 0.5682117 | 1.6143253 | 0.9 | 1.85

Conditions initiales : Xo =0, So; = 1.2, a ~ U[0.8;1] et ow ~ U[1.8;2]

~

n Y X Sx a Sw
1| 1.7966707 | 0.1140678 | 1.8632268 | 0.9 | 1.9
2| 0.7437838 | - 0.2860061 | 1.5806527 | 0.85 | 1.9
3 | 1.5760042 | 0.7049347 | 1.9188016 | 0.85 | 1.9
4 | 2.6075117 | - 0.8702603 | 1.3179739 | 0.85 | 1.9
5 | 2.7045816 | 0.2028505 | 1.9888809 | 0.85 | 1.9
6 | 0.3063468 | - 0.3514259 | 1.6886749 | 0.85 | 1.85
7 |1 2.1206878 | - 0.6989580 | 1.9563635 | 0.85 | 1.85
8 | 0.0927576 | - 0.1187697 | 1.5131002 | 0.85 | 1.85
9 1 0.5409059 | - 0.0922296 | 1.6212188 | 0.85 | 1.9

Conditions initiales : Xo =0, So; = 2, a ~ U[0.8;1] et oy ~ U]18;2]

~

n Y X <§X a =§W
1| 1.7966707 | 0.5393769 | 2.250504 | 0.85 | 1.85
2| 0.7437838 | 0.0949273 | 2.3240905 | 0.9 | 1.9
3 | 1.5760042 | 0.1125883 | 1.8134498 | 0.9 | 1.85
4 126075117 | 0.8390705 | 2.422157 | 0.85 | 1.85
5 | 2.7045816 | 0.0655019 | 1.7053204 | 0.85 | 1.9
6 | 0.3063468 | 0.1139649 | 1.6195687 | 0.9 | 1.9
7| 2.1206878 | - 0.4497896 | 1.9548814 | 0.85 | 1.85
8 1 0.0927576 | 0.2492113 | 2.0065116 | 0.85 | 1.9
9 | 0.5409059 | 0.3308666 | 1.2457184 | 0.85 | 1.85

TABLE 6.7 — Estimations des parametres avec oy = 0.8,00 = 1.2, 09 = 2 oy = 0.1 et
o, =0.1

On a les mémes constatations avec les variations de ’écart type de Xy méme en redui-
sant les amplitudes des lois uniformes des parametres a I'instant initial. C’est-a-dire que
a est pratiquement égal a 0.9 et I'écart type du bruit sy, est partiquement égal a 1.9.

Les figures suivantes montrent les différences entre les trajectoires du filtre ou o9 = 0.8
et 0p = 1.2 dans la figure 6.23, 09 = 0.8 et 0¢p = 2 dans la figure 6.24, oy = 1.2 et 09 = 2
dans la figure 6.25.
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FIGURE 6.23 — Différences des trajectoires 1 et 2

L’écart entre les deux trajectoires est pratiquement nul avec une précision entre -0.02

5 5
et 0.02. Cet écart est mesuré par y; = / |fi(z) — fa(x)|dx ou yo = / |fi(z) — f5(z)|dx
-5 -5

5
ou encore i3 = / | fo(x) — f3(z)|dx ou fi est I'estimation du filtre par noyau d’Epanech-
—5

nikov avec gy = 0.8, fo est I'estimation du filtre par noyau d’Epanechnikov avec og = 1.2
et f3 est I'estimation du filtre par noyau d’Epanechnikov avec oy = 2.

Y U1 Y2 Y3

© 00 IO ULk W3

1.7966707
0.7437838
1.5760042
2.6075117
2.7045816
0.3063468
2.1206878
0.0927576
0.5409059

0.0614542
0.1163110
0.0553561
0.0706533
0.0629586
0.0810051
0.0754551
0.1030425
0.0499907

0.0886433
0.0815137
0.0516387
0.0996173
0.0552693
0.0789582
0.0785948
0.1176607
0.0488128

0.0721347
0.1237408
0.0748611
0.1064049
0.0490538
0.1016946
0.0659318
0.0670833
0.0649433

TABLE 6.8 — Evaluation de 1’écart avec s, = 0.2, sy = 0.2

A Dinstant initiales, les particules de a sont tirées de la loi uniforme U[0.7;1.1] et les
particules de sy de la loi uniformes U[1.7;2.1].
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FIGURE 6.24 — Différences des trajectoires 1 et 3

Les écarts sont pratiquement nuls. L’oubli de la condition initiale est bien vérifié dans
la table 6.8 et dans la table 6.9. Cette propriété justifie I'invariance des parametres au

cours du temps.

Y

n

Y2

Y3

O 00 IO Uk W3

1.7966707
0.7437838
1.5760042
2.6075117
2.7045816
0.3063468
2.1206878
0.0927576
0.5409059

0.0609338
0.1133568
0.0515159
0.0667960
0.0582282
0.0900029
0.0802948
0.1015698
0.0451941

0.0843802
0.0959764
0.0594181
0.1026314
0.0612660
0.0787239
0.0705191
0.1051982
0.0625455

0.0792150
0.1169030
0.0794888
0.1072182
0.0583214
0.0863065
0.0627574
0.0628485
0.0656147

TABLE 6.9 — Evaluation de I’écart avec s, = 0.1, sy = 0.1
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FIGURE 6.25 — Différences des trajectoires 2 et 3

6.4 Conclusion

Dans le probleme de systéeme commandé, le filtrage particulaire est la méthode adoptée.
Le systeme est non linéaire et éventuellement, le bruit d’obsérvation uniforme. Selon les
différentes conditions initiales, les particules du filtre a chaque instant sont distribuées
autour de 'estimé attendu. Il y a bien oubli de la condition initiale pour le filtrage parti-
culaire.

Dans le probleme de syteme paramétré, le filtrage particulaire par noyau de convolu-
tion est le mieux adapté. La régularisation des filtres permet de verifier plus facilement la
propriété d’oubli de la condition initiale.

L’inconvénient avec les filtrages particulaires est dans leurs applications dans un
systeme de dimension plus grande. En effet; les particules s’évoluent dans un espace
virtuel ce qui entraine une tres grande complexité de ’algorithme.



Conclusion de la troisieme partie

Dans cette partie, la poursuite de trajectoire et la commande optimale sont des appli-
cations intéressantes dans le sens ol nous avons pu vérifier les théories sur le filtrage non
linéaire en temps discret.

La théorie développée dans le chapitre 3 a propos de I'existence de mesure avec laquelle
on a construit le filtre est justifiée.La méthode de Monte Carlo appliquée dans un espace
en dimension 2 est la base de simulation.

Le filtrage de Kalman étendu et le filtrage de Uhlmann et Julier sont des méthodes
adaptées a un systeme non linéaire gaussien. Le premier a son avantage dans I’approxima-
tion d’une fonction linéaire en fonction linéaire. Le second a son avantage dans ’approxi-
mation des états par des o-points. Les deux filtrages ont des points communs en tant que
variantes du filtrage de Kalman.

Les résultats obtenus sont pratiquement identiques et 'oubli de la condition initiale est
aisement vérifié.

Dans le probleme de commande optimale et d’éstimation paramétrique, la mise en
ceuvre du filtrage particulaire et du filtrage par noyau de convolution rencontre des dif-
ficultés. En effet, 'approximation particulaire est plus vraisemblable avec un nombre de
particules plus important. Ce nombre de particules considérable ralentit 1’execution de
I’algorithme et pourrait nuire I'idée de traiter le filtrage en temps réel d’obsérvation.
Neamoins, ces filtrages ont l'avantage de traiter des systemes non linéaires et non gaus-
siens.

L’oubli de la condition initiale est aisement vérifié dans le filtrage particulaire. Comme
le filtre par noyau de convolution n’est que la régularisation du filtre particulaire, I'oubli
de la condition initiale s’en suit également.

On peut tres bien appliquer les filtrages particulaires en traitement d’images. Comme
dans les filtrages de Kalman, les filtrages particulaires sont appliqués en fonction de
la modélisation du probleme a étudier. Le choix du filtrage a utiliser dépend de cette
modélisation surtout dans les formes des bruits d’état et d’obsérvation.
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Résultats

En traitement de signal, le filtrage est une methode incontournable dans 1’étude du
signal non observé. Cette methode rencontre des difficultés dans son application. Elle ne-
cessite des hypotheses assez lourdes qui sont difficilement justifées dans des cas plus réel.
La mise en ceuvre dans les applications est assez complexe.

Théoriquement, le signal a étudier est régie par une équation différentielle ou une équation
aux dérivées Dans ce memoire, les observations sont partielles. Ceci est du a 'adaptation
pratique des mesures. Un grand nombre de mesures d’observations est nécessaire mais
ralentit considérablement la vitesse des calculs.

Dans la construction du modele, il est utile de faire une hypothese sur la loi a priori de
la condition initiale. L’étude de stabilité justifie la vraisemblance des filtres obtenus dans
I’application des différentes méthodes.

Un cas particulier des bruits d’observation uniforme fait ressortir une des qualités
intéressantes du filtrage particulaire.

L’existence de la solution de filtrage depend de la structure markovienne du signal
étudié. Cette structure, qui est nécessaire dans la décomposition classique prédiction-
corréction, permet aussi d’introduire le théoreme de Girsanov assurant 1’existence et 1'uni-
cité presque sturement.

Une solution théorique avec le filtrage de Kalman permet de justifier les théories pour
les modeles linéaires et non linéaires mais avec des hypotheses assez fortes. Dans le cas de
forte non linéarité du modele, cette méthode n’est plus applicable. Le filtrage de Kalman
inodore peut résoudre le probleme de non régularité des fonctions dans le modele mais un
modele dans un espace de grande dimension est assez compliqué a traiter numériquement.

Par contre, le filtrage particulaire est une des méthodes assez simple dans I'approxi-
mation numérique avec les théoremes classiques de convergence comme les lois de grands
nombres et le théoreme de la limite centrale. Mais dans la vérification des différerntes
propriétés comme la stabilité, cettte méthode de filtrage manque de précision.
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162 6.4 Conclusion

L’introduction du filtrage par noyau de convolution dans le filtrage particulaire est
une solution interessante dans le sens ou I’echantillonnage des particules se fait avec des
densités régularisées et finalement les approximations sont plus précises.

Cette these permet de montrer quelques aspects de filtrages non linéaires. Elle a per-
mis de voir les difficultés dans I'implémentation des programmes non seulement dans la
simulation mais surtout dans la justification des théories. Dans la poursuite de trajec-
toire ou dans I'estimation paramétrisque ou encore dans ’estimation des commandes, les
théories ont pu étre vérifiées et cela peut étre étendu dans d’autres phénomenes beaucoup
plus complexes.

Des méthodes utilisants les éléments finis ou les réseaux de neurones ont été déja intro-
duites dans [CAMPILLO,1986] et [ROSSI et VILLA, 2004]. On pourrait trés bien appro-
fondir ces recherches.

Discussions et perpectives

La complexité dans les différents programmes n’est pas étudié. La méthode de ”di-
viser pour regner” pourrait eétre appliquée pour ameliorer cette complexité. Dans les ap-
plications, le nombre de particules n’est pas assez important, de 'ordre d'une centaine.
L’augmentation du nombre de particules entraine naturellement un ralentissement dans
I’execution d'un coté mais de 'autre coté, on améliore la précision et la convergence des
méthodes.

Le filtrage non linéaire est une méthode assez riche dans le résolution de différents
problemes classiques comme les estimations paramétriques et les estimations des com-
mandes. On pourrait traiter les problemes de commandes optimales dans un horizon fini
en considérant une statistique adéquate. Le suivi en temps réel avec la décomposition
prédiction-réduction n’est plus nécessaire mais la prévision en un instant ultérieur gagne
son interét.

La méthode particulaire pourrait étre appliquée pour la résolution des équations
différentielles et équations aux dérivées partielles. La méthode des éléments finis ap-
pliquées aux particules aurait une certaine place interressante dans ces résolutions.

Les bruits blancs intervenant dans les modeles sont soit uniformes, soit gaussiens. Le
choix de ces bruits n’est pas totalement justifié. Comme les signaux ne sont que partiel-
lement obsérvés, des bruits définis par des lois discretes pourrait étre introduits dans les
modeles. Le bruit blanc poissonnien serait un bruit perturbateur interressant. Ce bruit
intervient surtout dans des processus de comptage.

Naturellement, Les bruits de perturbations dans les modeles sont blancs. Cet état joue
un grand role dans les applications . L’introduction des bruits colorés pourrait étre un
obstacle dans la justification des théories.
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Annexe A

Méthode de Monte-Carlo de chaines
de Markov

A.1 Bayes et Simulation

Pour estimer un parametre inconnu, considérons un echantillon x = (z1,...,x,) ob-
tenu par une suite de variables aléatoires (X;, 1 <i < n) i.i.d de densité commune f(z|0).
La vraisemblance ! est telle que

n

L(xl0) = [T f(x:l6)

=1

et la log-vraisemblance est telle que :
InL(z|0) = Zlnf(:cﬂ@)
i=1
L’estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est défini par :

0
20 In L(z|f) =0

Une estimation de 6 est telle que :

0 = arg max L(z|6)

A.1.1 Exemple : loi Gamma

La loi Gamma est de densité :
xoz—lex/ﬁ
= —1I
f(m‘Oé,/B) F(O[)/Ba R+(x)

Sa log-vraisemblance est donc :

In L(z|a, ) = —nInT'(a) — naln g+ (o — 1) Zlnxi = %sz
i=1 i=1

1. densité de la loi de ’échantillon

165



166 A.1 Bayes et Simulation

L’estimateur du maximum de vraisemblance de (3 est si « est connu :
n
A 1
p=— E T
nao 4
=1

Si a est inconnu, on calcule cet estimateur par :

0
3 In L(z|a, ) =0

% In L(z|a, B) =0

A.1.2 Modeles de mélange

Si X; suit la loi de densité f;(x;) avec la probabilité p;, considérons la densité

f(xi) = prfa(zi) + .+ prfr(w:)

Pour un echantillon (x1,...,z,) la vraisemblance est :

n

L(z]6,p) = H 1 fr(@:) + -+ prfr(zs)]

=1

La fonction est multimodale et I'estimateur du maximum de vraisemblance n’est plus
adapté. L’estimateur de 6 est obtenu par la méthode bayesienne.

A.1.3 Meéthodes bayésiennes

La vraisemblance est
n

f(l0) =TT f(x:l6)

=1

Notonst la loi a priori de 6 par m(f) et on construit la loi & posteriori de 6 telle que
f(x]0)m(0)
f(@|0)m(0)do

R4

avec la formule de Bayes, f(0|x) =

ol f(z]0)m(0)do est la loi marginale de x.
Rd

Lol normale

La vraisemblance est :

n

2\ 1 _ i
sl =11 e oxp |51

1=

PEERN . . . . 2
La loi & priori est gaussienne : p ~ N (g, 03) avec

m(p) = \/217r—ag {—M]
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La loi & posteriori est gaussienne : pu|lr ~ N (pi,, 02) avec

o2
'un:[nao—i-(ﬂ] sz [02—1-710]'“0

Par définition, une loi a priori m(0) est conjuguée si f(x|0) et w(6) appartiennent a la
meme famille de lois.
Pour le cas gaussien,

2 1 RN 2
f(zlm, %) x CRE exp [—— ‘ (x; —m) ]

La loi conjuguée pour m est la loi normale m ~ N (u, 82).
La loi conjuguée pour o2 est la loi inverse gamma,

m(o?|k )oc;ex (—l>
Y (02)s+1 P\ 72

A.1.4 Algorithme d’accéptation-rejet

Soit une loi d’interét de densité f et une loi de proposition de densité g telle que :

fz) < Mg(x)
sur le support de f. Alors, on peut simuler suivant f avec 'algorithme suivant :

1. Générer X ~ g et U ~U([0,1])
2. Accépter Y = X si

b I
Mg(X)
3. Retourner en 1 si rejet
Exemple : Cauchy-Normale
La loi cible est
1 2
x) = ex 2
(@) = —=exp(=a%/2)
La loi de proposition est
(z) 1 1
€T) =
g w1+ a2

M est choisi tel que

fl@) _ 7 z?) exp(—az? o
o) 5 a e <=1

Valeur atteinte en £1. Probabilité d’accéptation 1/M ~ 0.66.
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A.1.5 Echantillonnage d’importance

h est une fonction mesurable bornée et f la densité de ©

f (9)}
E[h(© :/{hﬁ— g(6)do
[7(©)] i ()9(0) (6)
g est facilement simulable.
On génere un échantillon (61, ...,0,) distribué suivant g pour approcher l'intégrale :

Bine) = - > 10 s

La loi de g doit étre simple a simuler. Si le support de g contient celui de f, ’estimateur
converge vers

/Q h(0)f(0)do

La variance de 'estimateur est finie si

E [hQ(@)—} < 00

A.2 Metropolis-Hastings

Pour approcher I'intégrale
[ ne)re)a,
Q

il n’est pas nécessaire de simuler suivant f. Le principe des méthodes MCMC est de
construire une chaine de Markov ergodique dont la loi stationnaire est f.

— On part d’une valeur ) et on construit #®) A 'aide d’un noyau de transition tel
que la loi cible est f.

— Pour t; assez grand, §) est distribué suivant f.

— Les valeurs générées o) glto+D) —  sont dépendantes car #®) est une chaine de
Markov.

Hypotheses

On connait la loi cible f a une constante multiplicative pres.

On définit une loi de proposition, ou loi instrumentale, ¢(y|6)

Algorithme

— Initialisation : choix de 6

— A partir de 8%, on génere y® a l'aide de la loi de proposition et on accepte ou
rejette cette valeur de y® & l'aide d'une procédure d’accéptation-rejet. La valeur
retenue est notée A+

— Les premieres valeurs générées par ’algorithme ne seront pas utilisées pour I'inférence
(burn-in)
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Metropolis-Hastings

Etant donné 6@,
-Générer y, ~ q(y|0™).

y,  avec proba. p(6® y,),

-Accéptation-rejet 1) =
Accéptation-rejet 6 { 60 avec proba. 1 — p(00). ;).

(W) aely)
pl.y) = {f<e>q<y|e>’1}

won-un 12

On accepte toujours les valeurs de y; augmentant la densité cible.

Pour le cas symetrique

La loi cible f peut étre connue a une constante multiplicative pres.
La chaine (#®), peut prendre plusieurs fois la méme valeur

Convergence

Probabilité d’accéptation

fye) a(0Dy,)
FOD) q(y:|0®)

Cest & dire que 1'événement {1 = )} est possible.

>1| < 1.

Loi de proposition

q(y|0) > 0 pour tout (0,y).
En particulier, le support de la loi de proposition doit inclure le support de la loi cible.

Ergodicité

Pour h tel que E[|h(O]] < o0,

N R
lim T;h(eﬁ) = /h(@).f(e)de

T—o0

Convergence en variation totale

=0
TV

lim
T—o0

/ K0, )u(do) — f

pour toute loi initiale p, K™(0,.) est le noyau de la chaine aprés n transitions.
En particulier

T—o0

lim P[#? € A] = / f(0)do
A
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Cas indépendant

La loi de proposition ¢(y|6®) est indépendante de §®).
Etant donnée 0®),

Générer y; ~ q(y)

Accéptation-rejet : 90+ = yr avec proba. min{

a0, sinon ,

Marche aléatoire

La loi de proposition q est telle que

ye =0 + ¢

ot ¢ indépendant de %), c’est-a-dire que q(y|0) = q(y—0) ; Si q est symétrique, on obtient
I’algorithme suivant :

Etant donnée 60,

Générer y; ~ q(y — 60W)

Lgn_) Y avec proba. min{ /(v) ,1},

6 sinon ,

Accéptation-rejet

Exemple loi normale

Simulation des données suivant la loi normale N (0, 1).
Métropolis-Hastings-Indépendant avec ¢(y) ~ U[—3, +3].

Algo de Metropolis6Hastings-Marche aléatoire avec
q(er) ~U[—0,+]

Probabilité d’accéptation

min{exp{(0")? — y2},1}

L’échantillonneur de Gibbs

Pour simuler suivant une loi f(6) avec 6 = (64, ...,6,), on peut utiliser I’algorithme
suivant :

- Initialisation : générer un vecteur § = (6, ...,6,) suivant une loi de proposition
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- Simuler suivant les lois conditionnelles pour i = 1,2,...,p
0;01,02,...,0i-1,0i11,...,0, ~ fi(6;01,02,...,0;_1,0i11,...,0,)

Plus précisement,

Etant donné 00 = (6, ... 6,

- Générer 6V ~ £(01165, ..., 6,

- Générer 65D ~ fo(65)600 00 6,

- Générer Hz(;tﬂ) ~ fp(epwgtﬂ)» 9§t+1)’ e 79;(:—+11))>

Seules les lois conditionnelles fi, ..., f, sont utilisées pour la simulation. Donc, méme
pour un probleme de grande dimension, toutes les simulations sont univariées.

Cas gaussien

1 n
2 2\—n/2 b N2
f(zlm, o) < (07) exp [ 52 zZl(acZ m) ]
Lois a priori
Moyenne
m ~ N (mqg,03)
Variance
02 ~ Ig(Oé7 6)
Lois conditionnelles
Moyenne
m|o®, x ~ N (M, %?)
avec
no? 1 — o?
M=—>"—|- i |+ ———|m
nog + o2 n; <02+na§> 0
et
22 — 0_20—3
nog + o?
Variance

i=1

1 n
o*lm,x ~ IG (g+a,§Z(Q;i—m)2+ﬁ>
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Completion

La densité g est une complétion de f si

/9(9,?7)6177 = f(9),
c’est-a~dire si f est une loi marginale de f.

Les lois conditionnelles de g sont parfois plus simples a simuler que celles de f.



Annexe B

Chalnes de Markov cachées

B.1 Introduction

X, est une chaine de Markov de loi initiale p et de matrice de transition ). X,, est
une variable latente. Y, est la variable d’obsérvation de loi d’émission .
Conditionnellemnet aux états X,,, les obsérvations Y,, sont mutuellement indépendantes
et que chaque obsérvation Y,, ne dépend que de X,,.

P(X, = 2) = pla) (B.1)
P(X,1 = 21X, =2) = Q(x,2") .
P(Yn = y|Xn = z) = ¢(z,2') (B.3)

Etant donné une chaine de Markov X,, non obsérvable, on dispose d’une suite d’obsérvations
Y, fonction de X, telle que :

V,, est un bruit blanc additif.
Pour assurer I'existence d'une solution unique, on utilise des informations supplémentaires
[Le GLAND, 2011] sur la suite cachée. On charche a minimiser le critere :

Tz = Co(T0) + Z Cr(Tp—1, k) + Z di, ().
k=1 k=0

ou le terme d’attache aux données est :
1 2
di(r) = §|Yk: — hy ()|

ou
1

d(v) = §(Yk — Tge(1)) T (Yee — hi())

Et I'information a priori est telle que :

1
col) = 5o — pl

ou

cof) = 5 — 1S5 (&~ 1)

173
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et ]
en(a,a) = Sl = fulo)l?
ou

1 _
cr(@, ') = 5 (@ = fu(2))'Q (2 = fiulw))

L’état x, doit étre proche de fiy(zx_1) et xy est proche de p.
Les fonctions cotits sont, a une constante additive pres, de la forme :

co(x) = —log po(x)
et

cr(@,2") = —log pi(a'|z)

Et finalement, le critere a minimiser est :

n

Jeo.n = —10g po(20) Z log pr(zx—1, Tk) + Z di(xy).
k=1 k=0

ce qui revient a minimiser,

exp[Jag..] = po(zo H (g1, Tk) €XP [Z dk(xk)] :

J/

~-
pO:n(IO:n)

ou encore,

exp|Jeo..] = Po(o) Hpk(l‘k—hmk) exp [Z %|Yk - hk($k)!2)] :

k=1 k=0

B.2 Algorithmes

]P)(X(]:n :xO:n;Yb:n :yO:n) :]P)(XO :waqun :xrm}/() :y07-~-7Y :yn>
=P(Xo =x0,...,Xn=2,)PYo =v0,...,Yn = k| Xo = 20,..., X;y = 7)

=p(x0)- | [ @(@r-1,2) P(Yo = 40| Xo = 70) ... P(Yo = Y| X = )
k=1

—P(9€o w anyO HQ Tp— 1,33k (1']@71:33]@)

k=1

B.2.1 Algorithme forward de Baum

L’algorithme forward de Baum [CAMPILLO,2006] permet de calculer la vraisemblance
de la suite d’obsérvations. Il permet aussi de determiner I'estimation de 1’état courant X,
sachant les observation Y,,,k < k < n : c’est le probleme de filtrage.
Notons la loi jointe de (Yp, ..., Y,, X,) par :

Oé;l(?Jo:n) = ]P)(szn = Yo:n, Xn = {L')
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al = P(You, X, = 2)
Initialisation
oy (yo) = P(Yy = yo, Xo = z0) = p(x0)-1 (20, yo)
pouri=1:n
0‘5::1 Yo, -+ Yks1) =P(Yo = Yo, - -, Yar1 = Ykt1, Xig1 = Tit1)
=P(Xp11 = 2111) PYo = Y0, - - -, Vi1 = Y[ Xor1 = Tap1)
- Z P(Xy = 25, Xpp1 = 2) PYo = %0, .- -, Y1 = Yt [ Xip1 = Tap1)

rL€ER
= Q1) P(Xy = 2) P(Yo = 9o, .-, Y = Us)P (Y1 = Uhsa| X1 = @)
rLEE
=0T, Ursr) D Qak, ) P(Yo = o, ., Y = yi, Xip = a)
rpER
k1 _ k
oy (Yo, -y Y1) =V (Thet1s Yr1) Z Qe Trv1)-g, (Yoo - - -, Yk)
rpER

D’ou la vraisemblance

]P(Yb:y()a7yn:yn) :Za;<y0a7yn)

zeFE

et le filtrage

al(Yoy -+ Yn
A \Yo, -+ -5 Yn
el

B.2.2 Algorithme backward de Baum
Avec l'algorithme forward de Baum, I’algorithme backward de Baum [CAMPILLO,2006]

permet d’estimer un état intermediare X, k < n — 1 : c’est le probleme de lissage.
Notons la loi conditionnelle de (Yj,1,...,Y,) sachant X} = z par :

]P(YkJrl = Yhtlr- ooy Y = yn‘Xk = fL’) = 5§(yk+1, . 7Z/n)

Initialisation
By =1

pouri=n:k

B.2.3 Algorithme de Viterbi

L’algorithme de Viterbi [CAMPILLO,2006] permet d’estimer la trajectoire compléte
de XO:n-
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B.2.4 Algorithme de Baum-Welch

L’algorithme de Baum-Welch [CAMPILLO,2006] permet de determiner les parametres
du modele.



Annexe C

Filtrage Statistique en Traitement de
Signal

C.1 Processus aléatoire

Un processus aléatoire du second ordre, a temps discret est une suite
{X;,t € Z} définie sur un espace de probabilité (€2, A, P) & valeurs dans (R¢, B(R?) telle
que E(| X;]?) < oo, Vt € Z.
La fonction moyenne est : u(t) = EX; € R9.
La fonction covariance est : K (s,t) = E [(Xs — u(s))(X; — p(t))'] une matrice symétrique
dxd.
Avec le produit scalaire défini sur L? (2, A, P),

p(t) =< Xy, 1 > (C.1)

K(s,t) =< Xu, X; > —p(s).u(t) (C.2)

C.1.1 Processus stationnaire

Un processus X = (X;)wez est strictement stationnaire ou fortement stationnaire si
Vit < ... <ty et pour tout s € Z, (X 4s,...,X4,45)) a méme loi de probabilité que
(Xpyy ooy Xiy)-

Un processus X = (X;)icz est donc fortement stationnaire si les lois jointes
(X4, ..., Xy,) sont invariantes par translation dans le temps.

Un processus X = (X;)iez est stationnaire au second ordre ou stationnaire au sens
faible si :
-EX? < 0
- EX; = m est indépendante de .
- K(t,t +s) = E[(Xyrs — m)(Xy — m)t] = E[(X; — s)(Xo — m)"] = K(0,n).
Un processus X = (X;)ez est donc faiblement stationnaire si sa la fonction moyenne
et la fonction covariance sont invariantes par translation dans le temps.

Dans ce cas, la fonction moyenne p est constante égale a m, la fonction covariance
K (t,s) ne depend que de s — t et il existe une fonction 7 telle que K(t,s) = v(s — t).

177



178 C.1 Processus aléatoire

La variance de X; est telle que :
VarX; = ~(0) et notons la fonction de corrélation par :

C.1.2 Bruit blanc

Un processus X = (X;)ez est a accroissements indépendants si pour tous, t; < ... <
tn, les variables aléatoires X, — X;,,..., X;, — X;, , sont indépendantes.

Un bruit blanc est un processus stationnaire a accroissements indépendants, un pro-
cessus i.i.d, variables indépendantes et identiquement distribuées.

Un processus € = (&;)tez est un bruit blanc s’il satisfait les deux conditions suivantes :
-E &t = 0
-v(t —s) =E gig, = 02.6¢ avec (0) = o2
Les bruits blancs sont des processus stationnaires particuliers sans mémoire. Le terme

bruit blanc provient de ’analogie dans le domaine des fréquences entre la densité spectrale
d’une variable i.i.d et le spectre de la lumiere blanche dans le spectre des couleurs.

C.1.3 Processus stationnaire d’ordre 2

Théoreme de décomposition de Wold
Tout processus X = (X;)iez d’ordre 2 peut étre représenté sous la forme

X = Zws-gtfs + K.
s=0

Les parametres ¢, € R satisfont 109 = 1 et Y oo ;12 < 00 et & est un bruit blanc i.i.d
N(0,02).
Le terme k; désigne la composante linéaire déterministe telle que cov(ky, e,_s) = 0.
L’opérateur retard L est défini tel que :
LXt - Xt—la Vt c Z
On a L]Xt = Xt—ja Vj c Z, LOXt = Xt'
Tout processus stationnaire d’ordre 2 peut étre donc représenté sous la forme ;

Xt = W(L)Et + K¢

Ofl \I/(L) = ’QZ}()LO + ¢1L1 —f- Ce —|— ¢qu.
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C.1.4 Processus a moyenne mobile

Le processus (X, t € Z) satisfait une représentation M A (Moving Average) d’ordre
q, notée M A(q), si et seulement si :

q
Xt =m + Z Qijz-:t
=0
Exemples

Le processus X; = &; + 4¢;_3 est un processus M A(3) de moyenne nulle.

Le processus X; = 2 + ¢4+ 0.4 £, est un processus M A(1) de moyenne 2.

Algorithme

function MA(a,m,N)
k=length(a)
e=grand(N,1,’nor’,0,1)

for j=k+1:N
s=0
for i=1:k

s=s+a(i)*e(j-1)

end
x(j)=m+s

end

plot(x)

endfunction}

C.1.5 Processus autoregressif

Le processus (X, t € Z) satisfait une représentation AR (AutoRegressive) d’ordre p,
notée AR(p), si et seulement si :

Exemples

Y, = —0.5t;_1 + 0.2Y;_5 + €; est un processus AR(3) de moyenne nulle.

Y; = 0.840.7Y;_1 + 0.25Y;_5 + &, est un processus AR(2) de moyenne
0.8/(1-0.7-0.25)=16.
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Algorithme
C.1.6 Processus ARMA

Le processus (X;, t € Z) satisfait une représentation ARM A d’ordre p et ¢, notée
ARMA(p, q), si et seulement si :

q p
Z (‘)ijXt =c+ Z ¢ij€t
=0 =0

Exemples

Zy =2—05Z;1+02Z;_9+ e, — 0.5e4_1 est un processus ARM A(3,1) de moyenne
1.5385.

Zy— 022, 1 — 157 9 =¢e,+0.5e;1 + 0.66,_4 est un ARM A(2,4) de moyenne nulle.

Algorithme

C.1.7 Filtre de moyenne mobile

L’opération de convolution

N
Xn=> hYyox (C.3)
k=0
effectuée par le filtre de moyenne mobile (hy)o<r<n sur le processus Y au cours du temps
se représente commodément a l’aide de I'opérateur de translation 1" tel que :

N
X, => m.ThY, = H(T)Y, (C.4)
k=0
H(T) = Z]kvzo hy. T* un ploynome.
Notons U = [—m, +7].
La fonction réponse du filtre de moyenne mobile est une fonction a sur U définie par :

a(N) =) g exp(—ik)). (C.5)

k=0
La mesure spectrale du processus Y est 'unique mesure positive bornée p sur U telle que

1) = 3 explik\)(d) (C6)

Si p possede une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur U, on dit que Y est
a densité spectrale f.

FO) = o 32 (R)-expl—ikA)

kEZ
Pour le bruit blanc € = (&, )nez, la densité spectrale est
2
o
)

" or
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Proposition

Y est un processus stationnaire au second ordre, (hy)o<k<n un filtre de moyenne mobile
et X le processus défini par :

N
X, = Z P Xn—k
pn

Alors la mesure spectrale de X est
e (dA) = la(\) Py (dA)

ot a(\) est la fonction reponse du filtre (hy)o<k<n €t iy est la mesure spectrale de Y .

C.2 Filtrage optimal

Un signal Y est observé a intervalle de temps régulier. Le traitement du signal consiste
a extraire le signal utile X au vu de cette suite d’observations. On filtre le signal Y a
partir d’une fonction suivant les informations a priori de Y et de X.Les données dispo-
nibles sont entachées de bruits aléatoires indésirables.Le filtre est concu suivants certains
criteres. Comme la transmission de 'information n’est jamais parfaite, on exige au filtre
que la variance de l'erreur d’éstimation soit minimale.

Ayant observé les échantillons a I'instant 1 a n du signal Y, on cherche un traitement
ou filtre h qui, appliqué a Y donne la meilleur estimation possible d'une grandeur aléatoire
inconnue X,,.

On exige que le filtre soit optimal dans le sens ou la variance de 'erreur d’estimation
soit minimale.
Considéons un filtre h,, tel que h,(Y7,...,Y,) soit une estimation de X,, et notons

W =E[(X, — ha(Ya,. .., Y2))]

Le filtre optimal est tel que

h, = arg min J,, = [ﬁl, e Bn} (C.7)

hn€H

Ou H est U'ensemble de tous les filtres.
~ —

h,, est le vecteur qui annule le gradient de J,, c’est-a-dire grad, J, = 0.

— 0
gTCthn Jn =0 <=> — Jn =0
ti

L’estimé optimal est donné par la valeur de ’espérance conditionnellle,

X, =h(Yy,....Y,) = E(X,|V1,...,Y,)

C’est a dire que 'estimation optimale de X,, a partir des obsérvations Y7,...,Y, revient
a projeter X,, sur le sous espace engendré par Yi,...,Y,.
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Lemme

Si (Y1,...,Y,, X,) un vecteur gaussien centré. Alors
E(X,|Y1,...,Y,) est la projection orthogonale de X,, sur B(Y7,...,Y,) au sens de I'Hilbert
L*(Q, A, P) et il existe des réels ay, ..., a, tels que

E(X,Y1,...,Y,) =) ouYi
=1

Donc si X et Y sont conjointement gaussiens, En est un filtre linéaire et I'estimation
de X,, est donnée par :

Xo=hy(Ya, ... Y0) = Yoy
k=0

Equation de Wiener-Hopf

E(Y,Y}).h, =E(X,.Y,) (C.8)

Le signal ¢, = X,, — X, représentant I’erreur d’estimation minimale est appelé processus
d’innovation. C’est un bruit blanc de variance

E(s2) = EX? — [E(X,.Y,)] . [E(Y,.Y)] " [E(X,.Y,)]

Signal noyé dans un bruit
Considérons W,, un bruit blanc perturbateur indépendant du signal X et de variance

Suw-

Yi=Xe + W 0<k<n (C.9)

E(Wp, Why) = Su.0(ny — na)
E(X,, . W,,) =0, pour tout ny, ns
La matrice de covariance de Y est : Q¥ = E[E(Y,,.Y))] = E[E(X,.X))] + suwl,
Q= Qp + sw-In

@ x est la matrice de covariance de X.

E(X,.Y,) = E(X,.X,)

Le filtre de Wiener s’ecrit :

B = (QF + s54.1,,)1.QY

()7 est une matrice symetrique.
Si X est stationnaire, ()7 vérifie la structure de Toeplitz symétrique.

0O r1 ... rm

rl
m ... rl 10
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Signal auto regréssif d’ordre p

Xn = aan_l + ...+ aan—p + u,
u, est un bruit blanc.
La fonction de corrélation de X est telle que :
rr = E(X,. X, k) et on a
Tk = Q1.Tpg—1 + ...+ QT

Le vecteur filtre optimal est alors :

7o + Sw T Tn o
~ _ T ro+ Sy - : T1
h, =T;tr = v S

™
Tn o ro+ S Tn

Exemple d’un processus du premier ordre

Considérons un signal inconnu autoregréssif d’ordre 1
Xy =aX; 1 +uy

u; est un bruit blanc de variance s,,.
On en deduit r, = ary_, = o*r.
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Articles publiés

D.1 Oubli de la condition initale dans un filtrage non
linéaire gaussien et filtre de Kalman

Article publié dans LESA ESPA MADA-ENELSA vol1,2013 p.1-9

Résumé

Dans cet article, on étudie les filtrages non linéaires gaussiens. Le filtre optimal est
déterminé a partir d’'une théorie probabiliste. Comme on est dans le cas gaussien, on peut
aussi appliquer le filtrage de Kalman pour avoir des estimations des parametres du filtre.
Sous certaines hypotheses, cette solution théorique permet d’affirmer qu’on peut oublier
la condition initiale,c’est a dire que quelque soit la loi initiale, on obtient toujours la méme
loi du filtre optimal. La méthode d’approximation de Monte Carlo des intégrales sert de
base de simulation pour les calculs numériques en application.

Mots-clefs Filtrage non linéaire, Filtre de Kalman, théoreme de Girsanov, Approxi-
mation de Monte Carlo, Chaine de Markov.

Abstract

In this paper, we study the filtering nonlinear Gaussian. The optimal filter is de-
termined from a theory probabilistic. As is the case in Gaussian, one can also apply
filtering Kalman estimates for of its parameters of the filter. Under certain assumptions,
the theoretical solution lets say we can forget initial condition, i.e that some is the original
legislation, we always get the same law of optimal filter. Method approximation Monte
Carlo integral is the basis for simulation numerical calculations in applications.

Keywords Nonlinear filter, Kalman filter, Girsanov theorem, Monte Carlo approxi-
mation, Markov chain.
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Introduction

Le filtrage est une opération qui consiste a estimer 1’état d’un systeme dynamique a
partir d’observations partielles et bruitées : on cherche a chaque instant n a estimer la
vraie valeur de X,,, a partir des obsérvations Y7,...,Y,, en calculant le filtre optimal, la
loi conditionnelle u, (dz) = Py, (dz|Y,) de X,, sachant Y, ou YV, = (V) L.

Intuitivement, la solution du probleme de filtrage dépend de 1’état initial X,. La condi-
tion initiale, définie par la loi initiale de X, est peut étre oubliée dans le sens ou en
considérant une autre loi initiale fip, différente de la véritable loi initiale pg, les filtres
optimaux déduits sont asymptotiquement presque stirement, et méme dans L', confondus

D’abord, on considere une chaine de Markov [1] X = (X,,),en non obsérvée dans R? de
loi initiale py et de matrice de transition 7. La chaine n’est pas directement obsérvée, elle
est dite cachée. On dispose d’obsérvations Y = (Y},)nen & valeurs dans R¥ perturbée par
une suite V = (V,,)nen de bruits d’obsérvations.

Y, 9(Xn) + Vo
Xoi1 = h(X,) + W,.

On établit alors une relation de récurrence pour pu,(dz) avec un algorithme récursif
qui permet le traitement dans I'immédiat, la méthode classique de décomposition en deux
étapes, en loi prédite p,, (dr) = Px, (dz|Y,—1) puis en loi corrigée p,(dz) = Px, (dz|V,).

Le cas de filtre non linéaire gaussien est alors étudié dans lequel une théorie classique
de calcul de probabilités permet de donner une solution théorique en établissant des re-
lations de récurrence.

On aborde ensuite le cas de filtre de Kalman étendu, une approximation du filtre de
Kalman des cas linéaires gaussiens, un algorithme permettant la détermination du filtre
optimal par ses parametres.

La partie application permet de faire une simulation pour le filtre optimal [8] et son
filtre prédit et de verifier 'oubli de la condition initiale avec différentes lois initiales gaus-
siennes centrées de différentes variances.

1. Filtrage non linéaire gaussien

On considere le modele de chaines de Markov cachées homogenes[3] tel que 1'état du
systéme non obsérvé X = {X,;n > 0}, une chaine de Markov homogene & valeurs dans
'espace mésurable (RY, B(RY) est de loi initiale jy et de probabilité de transition 7 ot
pour toute fonction mésurable f : R? — R*

(XX =] = [ Fe)mlido)

E[f(Xo)] = o f (@) po(dz)

1. 0()) est la tribu engendrée des Y5, 0 < k <n
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et l'obsérvation est un procéssus Y = {Y,;n > 0} donné par : Y, = h(X,) + V,, avec
h : R — R* une fonction mésurable.

On montre qu’il existe une mésure de probabilité o, telle que sous cette mésure, X,, est
une chaine de Markov et de probabilité de transition indépendante de o()),,) et que

win) = ([ an<dy>)_1 ou(dr)

Cette mesure permet d’établir les relations de récurrence dans la prédiction-corréction.

Comme E(Y,|X, = z) = E(h(z) + V,) = / (h(z) + v) fu (v)do,

R4
la densité de Y,, sachant X,, = z est g(y) = fv(y — h(x)).

Notons
Z(x,y) = exp | < Q 'h(x),y > —%IQ‘”Q’%(IEH?} (D.1)

Pour un échantillon de taille n : (X1,Y7),...,(X,,Y,), considérons alors la vraisemblance
L,=2(X1,Y1) x...x Z(X,,Y,). Pour tout n > 1, on montre aisement que_E(L;l) =1,
et d’apres le théoreme de Radon-Nikodym [4], on définit alors la probabilité B, sur (2, F)
par )

dp,
dP

= L', et on construit la mesure aléatoire

on telle que : (Vf € Cy(E)), g f(2)o,(dz) = E[f(X,)Ln|Vn)

ou encore :

et on a la formule de Kallianpur-Striebel

E [f (Xn) Ln|Vn]

E[f(Xa)IWn] = =% (L | V]

(Vf € Co(E))

En d’autres termes,

i) = ( [ an<dy>)_l ould).

En apppliquant le théoréme de Girsanov(2], [3] :
Sous P, (Xo,...,X,) est une chaine de Markov de loi initiale uo et de probabilité de
transition w indépendante de la suite (Y1,...,Yy) .

Sous la loi _]f”n, Xq,. .. ,Xn_ et Yi,...,Y, sont donc indépendantes et on peut alors
définir une loi P, d’espérance E de la fagon suivante

E J6(X1, ..., Xo, Vi, Y Ye, o Y] = EIO(X0, o, X, Y, Y]

2. propriété bayesienne
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et on obtient les relations de récurrence sue les mesures o, et p, :

on(dz) = Z(a:,Yn)/ m(2'; dx)o, 1 (dx')

R4
avec la loi de Xy, og(dz) ou po(dz).

o (dz) = CnZ(x,Yn)/ m(2'; d) py 1 (dz")

R4
ou (), est une constante de normalisation telle que :

ct ::/ Z(x,Yn)/ (2" dx) pry 1 (dz')
Rd R4

permettant d’établir des équations de récurrence pour le filtre optimal. Ce qui entraine la
décomposition en deux etapes classiques :
Etape de prédiction :

) = [ w(asde s )
R4
Etape de corréction :
1
pn(dx) = CpZ(x, Yy )1, (dx) avec Z(x,Y,) = exp {< Q h(z),Y, > —§|Q_1/2h(x)|2

Pour cette solution théorique, le bruit d’obsérvation est gaussien. Si de plus le bruit de me-
sure est aussi gaussien, il est préferable d’appliquer le filtrage de Kalman pour déterminer
le filtre optimal. Seules 'estimation de sa moyenne X, et 'estimation de sa matrice de
covariance R, sont nécessaires a la détermination de cette loi.

2. Filtre de Kalman étendu

Considérons le systéme non linéaire gaussien [7] tel que :

{Yn = ho(X,) + Va (1)
Xn+1 = fn<Xn)+gn(Xn)Wn (2)

V,, représente le bruit de mésure, bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q) .
L’état X, du systeme dynamique (2) n’est pas obsérvé et son équation d’évolution est
perturbée par un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q! et, de condition ini-
tiale X, gaussienne N (X, Qo).

Les bruits {W,,}, {V,,} et la condition initiale X sont mutuellement indépendants.

Le critere d’optimalité est de minimiser la variance de l'erreur d’estimation donc de
déterminer la loi conditionnelle de X,, sachant o(),,).

Le filtre de Kalman [5] est adapté pour les filtres linéaires gaussiens. Dans le cas non
linéaire, dans 'extension du filtre de Kalman, on linéarise par une approximation fonc-
tionnelle le systeme.
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Soit une suite déterministe z,, dans R?, solution approchée du systeéme, appelée tra-
jectoire nominale. Les fonctions f,, et g, sont supposées dérivables. On linéarise f, et
gn autour de z,, autour des développements habituels et on approxime

Jal@) = fu(@0) + Vful(@a) (x = Z0),
gn () = gn(Tn)
Il en est de méme pour h,, autour de Z,, h,(x) ~ h,(Z,) + ﬁhn(a’cn)(aj — Tp).
On obtient le systeme linéarisé suivant :

En notant, X,, = X,, — T, fu = fu — Tpa1 et W,, = G,,W,,, on a un nouveau systeme
linéaire :

Les bruits {Wn}, {V.} et la condition initiale )N(o = Xy — Ty sont mutuellement

indépendants. La condition initiale est gaussienne N (Xo — Zo, Qo). ~
W,, la perturbation aléatoire est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q).

{Yn = H,X,+h,+V, (3)

Dans le cas gaussien, seules la moyenne X,, = E[X,,|)),] et la matrice de covariance

~

R, = E[(X, — X,,))(X, — X,,)"] sont nécessaires & la définition de cette loi.

Pour la prévision,
Xn* = ]E[Xn‘yn—l]
R,- =E[X, - X-,)(X,—X,-)]

On construit le processus d’innovation défini par 'information apportée par Y, par
rapport aux obsérvations passées YV, 1 : I, =Y, — Y- ou Y,- = E[Y,|V._1]-

L’innovation est donc : I,, =Y, — (HnYnf + fzn)

Le processus I,, est un processus gaussien a valeurs dans R, en particulier I,, est un vec-
teur aléatoire gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance Q! = H, R, H! +QV
indépendant de ),,_1. Et on a le théoreme :

Théoréeme de Kalman-Bucy|9)
Si la matrice de covariance QY est inversible pour tout n € N, alors les processus X et
R, sont définies par les équations suivantes :

Prédiction

Xn_ = Fan,1 + f~n
R; =F,R, . Fi+QV

n
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Corréction
R, =[—-K,H,R,

ol le gain de Kalman est la matrice K,, = R, H, [H, R, H! + QX]_I = R, H! [Qﬂ_l

avec les initialisations :
Xy = Xo— 70 =E[Xo] — 7o, Ry = Q

Le gain matriciel de Kalman K, est a déterminer de fagon a fournir une estimation
X, optimale au sens de 'erreur quadratique moyenne. On définit ainsi I'erreur a poste-
riori ¢ e, = X,, — X, et la matrice de covariance p, = Ele,et]. On peut alors définir
Ierreur a priori e, = X, — X, ainsi que la matrice de covariance de l'erreur a priori :

Py = Eles (7)) "

La solution théorique et la solution par approximation par filtre de Kalman dépendent
de la condition initiale. On peut montrer que, tout en restant dans le cas gaussien, qu’avec
une condition initiale erronée, on peut avoir le méme résultat qu’avec le véritable filtre.
Il y a donc une stabilité du filtre par rapport a la mesure initiale.

3. Oubli de la condition initiale

On suppose donc que 'on utilise pour le filtre une densité po(x) alors que le veritable
loi initiale est po(x). Avec po(x), on met en ceuvre un filtre p;, (x), la prédiction, et p,(x),
la corréction, alors que le vrai filtre est p; (x), la prédiction, et p,(x) la corréction.
Le filtre oublie sa condition initiale [4] si :

lim-ps
n—oo

g f(z)pp(x)dx — » f(@)pn(x)dx

est égale 4 0, Vf € Cp(R?) ou si :

= |lpn — Bl —/ [pn() — Bl
avec lim, €, =0

Appliquons le cas ou d = 1. Le cas général se déduit assez facilement. Avec le systeme
de filtrage :

X1 =X, + W, ,V~N(0,0p).
on a les lois prédites et corrigées admettant les densités :
Py (2) et pu(x) avee p, (dx) = p, (z)dz et pn(dz) = po(z)da.

Et comme 7(2';dx) = fyy(z — g(2))dx
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avec

o / / Z(y + 9(2'), Yo) fw (y)pn—1(2') dyda’

La constante de normalisation est C,,.

avec Z(x,Y,) = exp { -

Analytiquementa ‘pn<x) - f)n('r)‘ = ‘CnZ(.T, Yn)p; (ZB) - C_'nZ(.CE, Yn)ﬁ; (ZL‘)‘ :

La majoration de cette quantité n’est pas évidente avec les constantes de normalisation.
Il est nécessaire de faire le calcul numériquement a partir d’'une méthode de Monte Carlo[1]
consistant a approximer numériquement les intégrales sous la forme

/¢> Py ~ i:)z»(X)

ou X; sont simulées suivant la loi de densité p(z).

Cette approximation numérique est justifiée par la loi des grands nombres et le théoreme
central limite. Avec le principe d’échantillonnage d’importance, il est parfois utile de mo-

difier I'intégrande :
/gb(m) dx—/(b p(x (z)dz
R q(z)

avec le support de p(x) est contenu dans celui de ¢(x). Les X; seront simulées suivant la
densité g(z). Le choix de g(x) est uniquement pour une raison pratique non pas pour une
réduction de variance d’une meilleure convergence .

Avec cette approximation de Monte Carlo, avec N assez grand,

1 N
P ( N; (r—g Xin- 1))

Z@npwp{( h@1

z)Yy,
x2/ 20\/
Y,

Pal(2) = CoZ(2,Yn)p, ()

N
1
O;l ~ N Z Z(Wz —+ g(Xi,n—l)a Yn)

C,, est la constante de normalisation, W; sont simulées suivant la loi de densité fy et
Xin—1 sont simulées suivant la loi de densité p,_;.

Par approximation, on a donc :
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et
Cr Crn .
w | Z(x,Y,)|— r—g(X; 1)) — — z— qg(X;no1))|dz
oz [ 2GS fele = 0Xin) = 7 3 frle = 9(Kin )

Avec I'approximation de Monte Carlo :

Na A C N . C’ N A _
Ep ZZ(Xj,Yn) Wn ZfW(Xj — 9(Xin-1) — Wn ZfW(Xj — 9(Xin-1))
j=1 i=1 i=1

X; ~N(0,1) et go(x) la densité de de la loi normale centrée réduite.
Dans les simulations, les densités sont définies par des points espacés régulierement.
On définit aussi leurs fonctions de répartitions par des points espacés régulierement en

utilisant la proposition suivante :

Si F' est une fonction de répartition et U ~ U|0, 1], alors X = F~}(U) admet
F' comme fonction de répartition.

Simuler une valeur d’une variable aléatoire de fonction de répartition F', revient a

simuler une valeur de la variable aléatoire U suivant la loi uniforme dans [0, 1] et utiliser
X = argmax{F ' (U)}.On a les applications suivantes :

4. Applications

L’algorithme suivant donne les calculs des filtres prédit et corrigé.
Algo filtre h, g : fonctions;N, N, : entiers;
fu, fw @ densités; Y, obsérvations )

Résultats : ¢(x) le filtre prédit et p(z) le filtre corrigé
Debut

initialisation de ¢(z) & po(x)
initialisation de p(z) a po(x)

pour n =1 a N faire

h(z)Y, h(x)2]

Z(x7Yn> = exp |: O_‘Q/ - 20_‘2/

pour i = 1 a N faire
simuler W, suivant py,

simuler X, suivant p,,_;
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1
C;l = Ziill E Z(W@ + g(Xi,n71)7 YTL)

@) = S 5 e = g(Xin)

fin pour i

() = p, (2) et pu(x) = CoZ(x, Y, )gn ()

fin pour n

q(z) = p, (z) et p(z) = pu(z)
Fin.

Prenons pour simplifier d = 1. En considérant g(x) = z et h(x) = 2%, on a le systeme :

Y, = X24+V,
Xn+1 = Xn + Wn

Sur Scilab, prenons o = 1, oy = 2, oy = 1, N = 100, N; = 50. C’est a dire que le
bruit de mesure suit N'(0,2) et le bruit d’obsérvation suit A/ (0,1).

72
Z(x,Y,) = exp {xYn - ?}

N

1
pre) = [ e = apacs(o') di'est approsinaée par =3 vl — Xo1)
R M=

Ny

1 -
Cl = / / Z(w+ x,Y,) fw(w)dw.p, (r)dx approximée par : A Z Z(Wi+ X1, V)
R JR =1

ou Xn_u suit la loi p,_1 et W; suit la loi fy.

Le filtre corrigé est p,(z) = C.Z(z, Ya)p,, (z).
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X(n+1)=X(n)+W(n), Y(n)=X(n)2+V(n)

140

B — Signal mésuré

120 — signal obsérvé

100+

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fig 1 : Trajectoires N = 100

La trajectoire du signal obsérvé est proportionnelle a I’écart entre le signal mesuré et
de la trajectoire de I'estimé, Figure D1.
La trajectoire du filtre prédit est pratiquement confondue a la trajectoire du filtre corrigé.
Cette remarque est totalement différente pour un autre modele tel que : Figure D2

Y, = 50.sin(X,) + 50. cos(X,,) + V,
Xn+1 = Xn + Wn
Les trajectoires du filtre prédit et filtre corrigé ne different que de peu. Mais on ne

peut pas deduire du signal obsérvé le signal mésuré. De plus, la trajectoire du filtre corrigé
est écartée de la trajectoire du signal mésuré. Le filtre de Kalman représente mieux le filtre.

— Signal mésuré
B — Signal obsérvé

~ Estimé prédit

‘ ‘ — Estimé corrigé

Fig 2 : Filtre sinosoidal



D.1 Oubli de la condition initale et filtre de Kalman 195

L’algorithme suivant donne les calculs du filtrage de Kalman.

Algo Kalman :( Q) et QY : matrices de covariance des bruits, f,, h,)

A

filtre prédit : X; , filtre corrigé : X,
Debut

initialisation )_(0_ = X, — T et Ry = Qq
pourn=1:N
X, = Fan—l + .]?n

n

R, = Fan—lFrs + QI/LV

Q) = H.R, H., + Q)

X, = X; + KoY, — (H, Xy, + hy)]
R, =[I — K,H,|R;

fin pour n

Fin

réel

prédit

— corrigé

— obsérvé

Fig 3 : Trajectoires par filtrage de Kalman

En pratique, 'algorithme du filtre de Kalman est plus adapté pour les filtres optimaux
gaussiens. K R
Le développement de h,, se fait autour de X, et celui de f,, autour de X,,_;.



196 D.1 Oubli de la condition initale et filtre de Kalman

En revenant sur la solution théorique, on a effectivement des densités gaussiennes. On
est dans le cas ou tout est gaussien. Le filtre prédit reste centré en 0. Par contre, avec
I'innovation apportée par Y,,, la moyenne du filtre corrigé est variable,cf figure D4.

En considérant deux lois initiales de différentes variances telles que :

On a un algorithme pour le calcul de I'erreur :

= [ i) = o)l

Algo erreur pg et py : lois initiales;
N, N, : entiers; g : densité, € 'erreur
Debut
e(1)=0
pour n =1 a N faire
calculer p,(z) et p,(x)
an(z) = |pa(z) — P(z)|
e(n) = [ o (x)de
fin pour n

Fin
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Densités du filtre predit et filtre corrigé

— prédit

— corrigé

Fig 4 : Filtres prédits et corrigés

L’écart des courbes représentant les filtres optimaux déduits des deux différentes condi-
tions initiales se réduit au cours du temps, cf figure D4. Cet écart est exrprimé par une
intégrale, cf figure D5, définissant donc l'erreur entre deux conditions initiales.
L’intégrale est de plus en plus aplatie. On a bien un oubli de la condition initiale Fig D6.

Densités du filtre corrigé

7 —sl=1
— s2=2

Fig 5 : filtres optimaux
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f

Fig 6 : Intégrales de I'erreur

Dans cette simulation, toutes les intégrales sont pratiquement nuls. L’erreur €, a
chaque pas de temps a une trajectoire suivant 1’axe horizontale.

Le filtre de Kalman a pour but d’analyser I’état d’un processus inobsérvé en général
markovien, a partir d’un processus obsérvable non nécessairement linéaire sous conditions
de bruits gaussien [7].

Une autre application du filtre de Kalman se trouve en finance a propos des estimations
et prévision de la volatilité stochastique et du rapport cours-bénéfice [6].

Conclusion

Cet article developpe deux méthodes différentes dans la détetrmination du filtre opti-
mal dans le filtrage non linéaire, I'une avec la construction d’une mesure de distribution
avec une théorie probabiliste et I’autre avec le filtre de Kalman étendu.Un des intéréts du
filtre de Kalman est de pouvoir estimer X, la valeur initiale, dans le probleme balistique.

Le résultat montre qu’avec une loi initiale erronée, on obtient les mémes résultats
qu’avec le vrai filtre : ¢’est a dire que le filtre obtenu avec la loi initiale érronée est capable
d’oublier sa condition initiale. Ce résultat peut étre étendu pour les cas des systemes a
bruit d’obsérvation uniforme.

L’hypothese de la non-linéarité du modele est tres délicate dans le sens ou la multi-
modalité du filtre peut apparaitre et dans ce cas le filtre de Kalman est inadapté surtout
lorsque le systeme est fortement non linéaire, le filtre de Kalman étendu peut diverger.
Dans la simulation, le filtre de Kalman [6] est limité a des systemes a bruits gaussiens. Le
cas général peut étre envisager en appliquant un autre algorithme comme le filtre parti-
culaire qui est plus efficace mais exige plus d’hypotheses.
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D.2 Filtrage Non Linéaire en Temps Discret. Appli-
cation du filtre particulaire avec un bruit d’obsérvation
uniforme

Article publié dans MADA-ENELSA vol1,2013 p.10-17

Résumé

Cet article developpe la méthode de Monte Carlo séquentielle ou la méthode par-
ticulaire pour le filtrage non linéaire non nécessairement gaussien. Le filtre particulaire
nécessite des hypotheses assez complexes dans son élaboration. Neamoins, avec un bruit
uniforme dans 1’équation d’obsérvation, on justifie aisement la nécessité de redistribution
des particules pour avoir une approximation plus vraisemblable.

Mots-clefs Filtrage non linéaire, Filtre particulaire, Bootstrap, Approximation de
Monte Carlo, Chaine de Markov.

Abstract

This paper develops the method of sequential Monte Carlo particle method or for
non-linear filtering is not necessarily Gaussian. The particle filter requires assumptions
rather complex in its development. With a uniform noise in the observation equation, it
easily justifies the need for redistribution particles to have a more plausible approximation.

Keywords Filtering nonlinear, filter particulate, Bootstrap, Monte Carlo Approxima-
tion , Markov Chain.

Introduction

La mesure de I'état d’un systeme est en général impossible, pour différentes raisons
entre autres, 'absence de matériels adaptés aux mésures... On fait alors des mesures
obsérvables a partir des capteurs qui sont évidemment liées a I’état du systeme non obsérvé
au cours du temps.

Le signal obtenu est en général perturbé par d’autres signaux d’origines inconnues sup-
posés aléatoires.

Le filtrage [1],[2] consiste a obtenir ,avec I'information des obsérvations, une estimation
de la distribution de la variable d’état non-observable. Cette estimation repose sur deux
étapes classiques, la prédiction et la corréction. ces étapes permettent de construire un
algorithme récursif dans la détermination du filtre en "temps réel”.

Les bruits de perturbation sont considérés comme additifs.

Le modele du probleme de filtrage [3] est un systéme de deux équations : une sur la dy-
namique de I'état X = {X,,;n > 0} et une autre sur 'observation Y = {Y,,;;n > 0}.
Notons t,, la tribu des observations Y1, ..., Y,, les filtres prédit u, (dz) = Px, (dx|f,_1 et
corrigé p,(dx) = Px, (dz|t, .
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Dans cet article, on établit des relations de récurrence des filtres pour un systeme non
linéaire et non nécessairement a bruits gaussiens.

Une des particularités des filtrages a bruits d’observation uniforme est le pouvoir
de construire le filtre séquentiellement sans passer par la décomposition classique de
prédiction-correction.

Dans le cas plus général, on introduit la méthode de résolution par filtrage particulaire,
une méthode la plus adaptée aux filtrages non linéaires basée sur la méthode d’approxi-
mation de Monte-Carlo.

1.Filtrage Non Linéaire

Considerons le systeme tel que I'état non obsérvé X = {X,,;n > 0} est une chaine de
Markov homogene & valeurs dans I'espace mésurable (RY, B(R?) est de loi initiale ug et
de probabilité de transition 7 oli pour toute fonction mésurable f : R? — R¥

B (X)X =3l = [ Fe)m(ido (D2)

B[] = [ f@hn(do) (D3)
R
L’obsérvation est un procéssus tel que :
Y ={Y,;n>0},Y, =h(X,)+ V,,n>0. (D.4)

ot h est une fonction mésurable de R? dans R* et V = (V,;;n > 0) est une suite de
variables i.i.d de loi commune v(dz).
Supposons que le bruit d’obsérvation suit la loi de densité fi,. On admet les résultas
suivants qui établissent des relations de réccurence :
La loi de Y,, sachant )),,_; est donnée par :

La loi conditionnelle de (X,,,Y},) sachant ), 1 est donnée par :

Pix, v (dz, dy[Yn-1) = fv(y — h(z))p, (dz)dy (D.5)

On a la proposition suivante sur la prédiction et la correction d’apres la formule de
Bayes :

La loi prédite Py, (dz|V,-1) de X,, sachant les obsérvations jusqu’a U'instant n —1 est :

() = [ (e ) (D.6)
R4
La loi corrigée Px, (dz|Y,) de X,, sachant les obsérvations jusqu’a l'instant n est :

() = Cofo (Y = h())piy (de) (D.7)
(', est une constante de normalisation

telle que : C,, = [ fv (Y, — h(2))p, (dz’)
Rd
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1.1 Cas des bruits a densité

Supposons que le bruit d’observation suit une loi de densité fi, et que la loi de la
condition initiale X, admet une densité po(z). On a :
Les lois conditionnelles prédites et corrigées admettent des densités :

pi (dx) = py (z)dz, pin(dx) = po(z)dx

P () = [ fw(z— f(2")pp-i(a’)da’ (D.8)

Rd

pn<l‘) =

1.2 Cas de bruit d’obsérvation uniforme

On suppose que le bruit d’obsérvation est uniforme sur D = [—a;a]? ,a > 0 :
fule) = —= In(z)

r)=—= Ip(x
m est la mésure de Lebesgue sur R

pn(z) = fw(x — f(@")pn_i(2")dz'

pn(QJ) = Cn-HD(Yn - h(x))p; (:L‘)
ol = / (Y, — b))y (a)d

On peut donc avoir p,(x) en fonction de p,_; sans faire la décomposition filtre prédit
et filtre corrigé.
Avec une hypothese supplémentaire ou h est un difféomorphisme, on peut méme simplifier
cette relation.

Prenons pour simplifier le cas linéaire ou h(x) = x et posons : g,(x) = p,(Y, — ). On
obtient, en tenant compte que la mesure de Lebesgue est invariante par translation, :

nle) = [ |9 anr ()T (o)

ou g1(2') = Cpfw(Yn —x — f(Yog —2)) et

C,, est une constante de normalisation.

On obtient p,(z) en fonction de p,—;(z) par 'intermédiare d’une densité ¢, (z) de support
D.

Dans le cas général, le probleme de filtrage non linéaire peut se résoudre par le filtrage
de Kalman, pour les bruits gaussien, et par le filtrage particulaire ou SIR (Sampling with
Importance Resampling) pour les bruits non gaussiens.

2. Filtrage particulaire

L’idée de la simulation particulaire [5],[6] est d’approximer une suite de loi py(x) par
une suite de loi de pl (z) = Zf;l Wliés,i (x), ot § est la mésure de Dirac : ¢’est la méthode
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de Monte Carlo séquentielle.

&, sont appelées des particules, et on a & ~ pi(z) et pr(£l) = wi est le poids de la
particule} .

Il se peut dans la simulation, les poids w} sont presque nuls et ne contribuent plus a
I’approximation : on dit qu’il y a dégénerescence des particules. Ces particules de poids
négligeables devront étre remplacées par les particules de poids plus importants non
négligeables. On a donc un regroupement de particules dans une région d’état pour ra-
lentir la dégénerescence.

Dans ce cas, on redistribue les particules de poids plus importants pour compléter le
nombre total des particules. Cette redistribution ne doit pas se faire sur un petit nombre
de particules sinon on perd l'idée de convergence de la méthode.

On peut considérer un réechantillonnage multinomial : & partir des particules &, ..., &N
avec les probabilités w}, ... ,wd, on fait un échantillonnage de N particules de poids %

Cela revient a multiplier les particules les plus importantes.

Le filtrage particulaire est une méthode numérique qui est une approche adaptée au
cas de modele d’obsérvation non linéaire avec des bruits non-gaussiens.
Considérons une variable aléatoire X & valeurs dans R? et de densité px, i.e

Ep(X) = , o(2)px (2)dx Yo € Cy(RY)
R
De méme px y, la densité conjointe de X et Y par est telle que V¢ € Cyra X R%)

B(X.Y) = [ [ olempxy(eg)dady

On définit la densité conditionnelle de X sachant Y = y, notée px|y—, :

Pxy\x,Yy Pxyl(X,Y
/ pX,Y(Ia?/)dl‘
]Rd
Pxy Pxy
Px|y ‘= =

py Jpa Px,ydX

L’espérance conditionnelle associée a cette densité conditionnelle est :

BAXIY =) = [ ohpxivoyla)da

_ Jpa O(x)pxy (2, y)de
fRd pxy (z,y)dy

BA(XIY) = [ o(aipxydX

_ fRd ¢(X)pX,YdX

/ pxydY
Rd
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Echantillonnage d’importance

Considérons une loi p(z) absolument continue par rapport a une autre loi p(x)
p(z) = 0= p(z) =0.

p(z)
B(x)

Si on simule un N-échantillon €', ..., &N & partir de la loi j(z), alors on peut avoir
I’approximation par la méthode de Monte Carlo

BoX) = [ olo) pa) do = [ (o) B oo

ot & ~ j(z) et w' = p(&)/p(E").

Filtre SIR ou bootstrap

La base du filtrage particulaire [4] est de déterminer des approximations du filtre prédit
et du filtre corrigé sous la forme :

p. (dx) = Px, (dz|V,_1) Zw _ X 58 x)dx

fn(dx) = Px, (dz|Y,) ~ Zu) X Ogi (2

A chaque instant k, on détérmine des suites (Wi, &) et (wh,&),i=1,...,N.
\ Y, = hX,)+V
A 1 dele : " " "
vec le modele { Xoui = f(X)+W,

Xo ~ po(dz), W, ~ pw(w)dw et
Vo ~ py(v)dv et notons :

N
~(x)dx = wal_ X 0gi (x)dx

N
x)dxr = Zw; X Ogi (x)dx
i=1

On peut considérer le filtre SIS 3

3. Sequential Importance Sampling
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Filtre SIS

Dans 'étape de prédiction avec la formule de Bayes [5],
& = f(&—1) + W, avee W, ~ pw (w)dw
et dans I’étape de corréction :
i Yno n1pv (Ve — R(E))
an v (Yo — h(E))

Par contre, le filtre SIR utilise le réechantillonnage.

Filtre SIR

On commence par un réechantillonnage [4], c’est l’étape de selection, c’est a dire,

on choisit & _, parmi (£._,,..., &N ) en fonction des poids (wk_,,...,wN ).

On peut vérifier la valeur du parametre

(Wi e [N

qui représente le nombre efficace des particules. Quand N¢// est proche de N, alors les
particules sont d’égale importance.
En général, ce n’est pas le cas et on doit redistribuer les particules pour avoir des poids

stf —

tres proches de —.
P N

La redistribution se fait selon la loi multinomiale qui élimine les particules de poids
négligeables en faveur de celles qui apportent plus de contributions dans ’approximation.

La prédiction est une étape de mutation,

&= J(61) + W, avec W ~ py (w)duw

n

La corréction est une étape de pondération, telle que
v (Yo — (&)

ZPV — (&)

.

La dégénérescence des poids peut étre résolue par une redistribution de Kitagawa, consis-
tant & construire une suite arithmétique de raison 1/N de N nombres telle que le premier
terme est simulé selon la loi uniforme U0, %] Cet algorithme a une complexité de I'ordre
de N mais n’est pas toujours efficace.
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3. Applications

Supposons que

n > 0 et W, et V, sont des processus i.i.d de densité fy et fi,. W, et V,, sont
indépendantes entre elles et indépendantes de la condition initiale Xj.
Supposons que d = 1, le bruit de mésure est gaussien centré de matrice de variance () et
le bruit d’obsérvation est uniforme sur un domaine D € B(R) borné : D = [—a, a.

{XnJrl = Xn + Wn

1

fw(w) = go(w), fv(v) = (D)

1'D<U)

ol gg est la densité gaussienne N (0, Q) sur R avec @ > 0.
m(D) est la mésure de Lebesgue de D, on suppose également que fD v dv = 0.
On obtient :

P (x) = / 90(& — )pur (') de’
pn(l’) - Cn]-D-l-Yn (x)pr_L <I>
it = / Loy, (@)p; () do’

ouD+Y,:={yeRyy—-Y, € D}
C,, est la constante de normalisation.

La densité p,(z) est portée par le domaine D + Y, pour tout n > 1 et posons
Qn(x) = pn(Yn - $)

Onasur D :

qn(l’) = Cn / gQ(Yn — Yn,1 —x + m/)qn,l(vl)da:/
R

D’ou I'algorithme de calcul du filtre suivant :
Algo filtre N,N1 : entiers; g fonction

rendre ¢,
Debut
initialisation a gy a po
pour n =1 a N faire
pour k=1 a N1 faire

simuler X, par ¢,
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calculer go(Y, — Y1 —z + Xj)

fin pour k

an

fin pour n

Fin

— Xmesuré

4 — Y obsérvé

Fig 1 :Signal mesuré et signal observé

B — filtres p_k k<30

Fig 2 :Filtres p,,n < 30

La particularité des densités des filtres est d’avoir des supports compacts bornés [§]
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dus aux bruits d’obsérvation uniforme. La méthode d’approximation des intégrales de
Monte Carlo est nécessaire. La solution théorique est assez compliquée voire difficile a
mettre en cevre dans la simulation quand la dimension est supérieure a 2. Par contre, le
filtre particulaire est plus adapté dans la généralisation.

Considérons un mobile qui se deplace dans un plan ou sa position est le vecteur d’état

- B X,g]
a l'instant n, X, {Xﬁ )
On a le systeme d’équations d’état :
Xop =Xo+W,
Xop =X, + W3
W' et W2 sont des bruits blancs gaussiens.
La loi de transition est une loi gaussienne centrée.
On dispose de k-capteurs pour les obsérvations. A chaque instant n, on dispose de la
mesure Y, = h;(X,,) + V,' pour chaque capteur 1.
h} mésure la distance euclidienne entre le capteur i et le mobile h? est I'angle polaire
entre I'horizontal et le segment capteur-signal. V! est l'erreur de mésure suivant une loi
uniforme.
On a le systeme d’équations d’obsérvations :

Zi, = (X0 + (X2 +VE,
2

X
Zgn = arctan (X—?) + V;Qn

V!, et V2 sont des bruits d’obsérvations uniformes du capteur .
On reproduit le systeme d’obsérvation par le systeme :

}/7:,177, = Zzl,n COS(Ziz,n)

7 *  signal X(n)
b *
B * *  signal Y(n)
- SK* -

% % ow X w7 By
n * K

K « «

] _— £ K
- Hk *

20 * x o #
1 * * ¢
i x %
7] 3

154
i Egﬁ o

104 *x ;f
i EIAE

*
i . ki
4 *
5 wE T
4 *
i X ¥
» *
0 | — T T T T T T T

-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Fig 3 : Signaux mésurés et obsérvés par un capteur
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Algo filtre particulaire (py, , h et f des fonctions, oy > 0, py densité.
Debut

Initialisation des particules : (€0,...,£%)

1
€Y ~ px, avec les poids w? = —
N
Pour ¢ =1 : N; faire
Pour n =1: N faire
mutation : & = f(£1) + Wi
pondération :
i pv(Yi — ()
wy, = —
ZPV(Y; — h(&))
j=1
fin pour n
N
N (3 (i)™
i=1
Test si N¢/7 /N < 0.75 alors,
Selection : redistribution des particules : (€, ...,&%) avec wi « 1/N
Sinon continuer
(&1 &) = (&1, EN)
fin pour i

Fin
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4

B . ® particules initiales
3 ® particules mutées

i ° ° °

q
2
°
i o8 . q
° L ° ° L]
14 [ °
°
b o : ° o0 eeo ‘eo° o
0 ® 0 o $ °
° ° °

1 e $ oo o0 o
-1 ® P

4 ° °

L] ]

_} °

4 L] o
-3+
-4
5 Py

7 T T T T T T T T I T T T T T

0 5 10 15 20 25 30

Fig 4 : Processus de mutation

Dans cette application : py(z) = Ij_qq(z) avec a > 0.
La mutation des particules est assez simple a élaborer dans la figure 4. La vraisemblance
est une forme de distribution uniforme et la normalisation entraine une distribution de
particules équiprobables. Les particules de poids nuls sont éliminées et remplacées par
une rédistribution des particules de poids non nuls (Figure 5).

1.2
B ® particules negligeables
1.0 ® particules séléctionnées
4 N .
0.8
0.6 ° ° °
0.4+ ° ° ° °
° ° °
4 ° e 0 ° °
027 o °
00| © @ 0 @ ° ° ° o0 L) ° [ ) °
°
-0.2 °
- ° ° L ° q
-0.49
° °
-0.6 .
0 5 10 15 20 25 30

Fig 5 : Processus de selection

Le filtre est représenté par son espérance mathématique a chaque instant. Ces moyennes
approchent a chaque instant d’obsérvation la trajectoire réelle.
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7 L4 — mesuré

4 ®  obsérvé

44 ®  approché

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fig 6 : Filtrage particulaire

Conclusion

Le filtrage particulaire [6] est une des méthodes adaptées a la résolution d’un probleme
de filtrage non linéaire. Sa mise en ceuvre est conditionnée par la connaissance de la loi
de distribution initiale, de la loi de transition de la chaine de Markov, de la loi d’émission
et d'un programme de redistribution. Pour un systeme a bruit d’obsérvation uniforme,
les particules sont distribuées de fagon équiprobable. Une sélection parmis les particules
importantes est nécessaire pour avoir le nombre suffisant pour approximer le filtre. La
convergence est justifiée, comme dans toutes les méthodes de Monte Carlo par le théoreme
central limite et la loi des grands nombres. La complexité des algorithmes est assez rai-
sonnable et la stabilité du filtre par rapport a la mesure initiale peut étre étudiée.

Un des inconvenients du filtrage particulaire se trouve dans le réechantillonnage des par-
ticules si le bruit d’obsérvation est trop faible. Dans ce cas, on peut considérer la méthode
MCMC pour générer les particules [7].

On étend 'étude pour un systeme ou I’équation d’évolution est une équation différentielle
stochastique c’est a dire une équation de la dynamique dans le temps continu.
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D.3 Estimation d’une commande de signal non ob-
servé par filtrage non linéaire par noyau de convo-
lution

Conférence a 'ESPA le 30 Novembre 2014.

Résumé :

Les méthodes classiques de filtrage non linéaires exigent des hypotheses assez lourdes.
Cet article développe une méthode d’approximation a la fois du filtre optimal et de la
commande régissant 1’évolution du signal non observé. La méthode de filtrage non linéaire
par noyau de Parsen-Rosenblatt est la mieux adaptée surtout pour de bruits de mesure et
d’observation faibles. Elle introduit a la fois la méthode particulaire et la régularisation des
filtres obtenus. L’estimation a chaque instant de la commande permet de mieux controler
la trajectoire du signal avec le systeme de particules déterminé sur une grille fixe avec des
poids proportionnels a leurs apparitions dans 1’échantillonnage.

Mots-clefs :

- Filtrage non linéaire, Filtre particulaire, Noyau de Parzen-Rosenblatt, parametre de
lissage, commande optimale.

Abstract :

-The nonlinear approved methods of filtering require heavy enough hypotheses. This
article develops a method of approximation at a time of the optimal filter and the order
governing the evolution of the non observed signal. The nonlinear filtering method by
core of Parsen-Rosenblatt is better especially the adapted for weak noises of measure and
observation. She/it introduces the particulate method and the regularization of the filters
gotten at a time. The evaluation to every instant of the order permits to control the
trajectory of the signal better with the particule system determined on a stationary grid
with proportional weights to their apparition in the sampling.

Keywords :

- Nonlinear filtering, particulate Filter, Kernel of Parzen-Rosenblatt, parameter of
smoothing, optimal order.

1.Introduction

Un signal (X,,), (n € N) est controlé par une commande (U,), (n € N) mais inobser-
vable. L’équation d’état de (X,,), (n € N) est perturbée par un bruit blanc (W), (n € N).
Le signal observé (Y,,), (n € N*) est régi par une équation non linéaire et aussi perturbée
par un bruit blanc (W,,), (n € N).

Xn+1 = n(Xny Un) + Wn
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Le filtrage non linéaire consiste a estimer le signal (X,),(n € N)au vu des observa-
tions (Y;,), (n € N*). Il permet aussi d’estimer la commande (U,), (n € N) régissant le
signal(X,,), (n € N) selon un critere d’approximation des estimés E(X,|Y1,...,Y,) et des
observations en tout instant.

Dans le filtrage, la méthode de Kalman est bien adaptée aux systemes linéaires gaussiens
pour la détermination du filtre optimal. Une extension du filtre de Kalman est applicable
pour des systemes non linéaires présentant des fonctions dérivables mais encore avec des
bruits gaussiens. Les méthodes particulaires peuvent résoudre les problemes de systeme
linéaire avec des bruits quelconques non nécessairement gaussiens. Mais ces méthodes par-
ticulaires sont mises en défaut pour les bruits d’état et d’observation faibles. Le filtrage
par noyau de Parzen-Rosenblatt [2] est une solution efficace surtout pour l’estimation de
parametres et en particulier ’estimation des commandes.

Le probleme avec le filtrage par noyau est la lenteur de I'algorithme. Le choix d’une grille
fixe support des particules pourrait améliorer cette vitesse.

1.1 Filtrage non linéaire

La méthode de filtrage non linéaire avec les phases prédiction-correction n’est adaptée
que pour des états markoviens. Ces phases sont incontournables mais rencontrent des si-
tuations complexes dans leurs applications. En supposant que la loi conditionnelle prédite
admet une densité telle que :

= [ fula =~ 1 paslaie (D.10)
R4
la loi conditionnelle corrigée est déterminée par la densité :

fo(Yn = h(a"))py, () da’
Rd

En application du filtrage particulaire, I’étape de mutation correspond a la prédiction
telle que : &, = f(&' i ) + W' et I'étape de pondération correspond a la correction telle
que les poids

i P (Yo = h(&)
ZPV — (&)

peuvent étre trop faibles et entraineraient une redistribution des particules en utilisant
la loi multinomiale par exemple a I'instant n = 1. Les nouvelles particules redistribuées
éfl déterminent le filtre optimal a l'instant n. Une régularisation par noyau de Parzen-
Rosenblatt permet d’avoir la densité du filtre optimal.
Une régularisation du filtre prédit peut étre considérée avant 1’étape de correction et un
échantillonnage a partir de la densité du filtre corrigé permet de déterminer I’approxima-
tion particulaire du filtre optimal.
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1.2 Modélisation du probleme

Etant donné un signal {X;,t € R} muni d’'un controle u; et perturbé par un bruit
blanc {W,,,n € N}. Le signal est régi par I'’équation dynamique d’état

dxt

% = ft(l‘tautawt)

Le controle u; est déterminé par un critere d’optimisation [11] tel qu’a partir d’un temps
initial ¢, :
t
Jt.u0) = | [ Flssal9),u(s)ds + G(t.a(0)
to
Le controle optimal est défini par :

u*(t) = argmin J (¢, u(t))
uelU

U est I'ensemble des controles admissibles dans la situation.
A partir d’un signal observé {y;, tR*T} perturbé par un autre bruit blanc {V;,t € R**},
on établit 'équation d’état y, = hy(xy, V;). On peut supposer que les bruits sont additifs.
Comme les observations sont mesurés en temps discret, on discrétise le systeme d’équations
par :

Xni1 = (X0, Up) + W,

Y, = h,(X,) +V,) (1.1)

Dans ce cas, la fonction cout associé a chaque période est :

n—1

k=j

J(u,) =E

Avec 0 < j<n—1.
Plus précisément, pour maintenir X, proche de la trajectoire nominale x,, a chaque ins-
tant n, la commande optimale est obtenue par exemple :

(uf, .y uy,) = argminz lze — B(Xe|Ya, .. Yo ug, - un))?

UjyennyUn h—j

Avec le systeme d’équations,

a n
o D ok = E(XYa, - Yoy ua, o) [P =0
(2 k:j
on peut déterminer les controles uj, ..., uy.

Dans cet article, nous développons la méthode de filtrage particulaire par noyau de convo-
lution. Ce filtrage est théoriquement bien adapté pour 'estimation de parametre ou de
controle. Dans la mise en ceuvre, 'application est tres lente vu le nombre considérable de
particules pour avoir une assez bonne précision dans les estimations. Nous proposons des
particules obtenues par une grille fixe qui sont les éléments principaux dans le filtrage.
Les poids des particules varient selon la loi a approcher.
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2. Méthodes d’estimation
2.1 Noyau de Parzen-Rosenblatt

La densité d'une variable aléatoire X peut étre estimée par la méthode de noyau de
Parzen-Rosenblatt telle que

O G

rapport a la mesure de Lebesgue et tel que | 1|i|m ||2||*K (x) = 0, h, est le parametre de
nl||—oo
lissage. (&1, - .., &,) est un échantillon tiré de la variable aléatoire X. Le noyau d’Epanech-

—ly|
5 )

) olt K est un noyau défini dans R?, borné et intégrable par

3
nikov K(y) =1 — 53/2 pour y < et le noyau de Picard K (y) = exp(—=—) pour tout y de

R sont parmi d’autres des noyaux de Parzen-Rosenblatt.

2.2 Estimation de la densité conditionnelle

Considérons les estimations par noyau de la densité conjointe de 2 variables aléatoires
X et Y ou X; et Y; sont des particules générées des lois de X et de Y.

n

1 -X; y-Y; . .
pxy(x,y) = 2 ZK,?Y (x o y N ), et de la densité marginale de Y,

hz<

d’apres le theoreme de Bayes, par

- X; y Y;
N nh2ZK ( h )
pX|Y:yx)_ y—Y; .
- KY (2 __“*
nh; h( h >

K}, est un noyau de Parzen-Rosenblatt de parametre de lissage h en une dimension ou
deux.

Ku(z,y) = (1 — 3/22%)(1 — 3/2y?) dans le rectangle | — 1;1[x] — 1; 1] pour le noyau
d’Epanechnikov et Kj,(z,y) = 1/4exp(—(|z| + |y|)) pour le noyau de Picard dans R2.

) La loi conditionnelle de X sachant Y = y est définie,

2.3 Résolution par filtrage particulaire

La méthode de filtrage non linéaire muni d’un parametre 6 [1] avec les phases prédiction-
correction n’est adaptée que pour des états markoviens. Ces phases sont incontournables
mais rencontrent des situations complexes dans leurs applications.

Supposant que # admet une loi a priori my et on obtient une estimation 6, de 6 a I'instant
initial.
Xn+1 = fn(Xna en) + Wn

ou les bruits sont sup-

Considérons le systeme dynamique {

posés additifs.
L’objectif est de déterminer a la fois une estimation de X,, et une estimation #, du pa-
rametre inconnu 6 a chaque instant n par filtrage particulaire & noyau de convolution [8],

2].
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Notons X! = (X,,,0,) état caché augmenté, une nouvelle variable et on obtient un nou-
Xz+1 = fn(Xz) + W

Y9 = h, (X)) + Va(2.2).

Théoriquement, en supposant que la loi conditionnelle prédite admet une densité telle
que :

veau systeme :

Ar@) = | fule = @)ph ()’
R
La loi conditionnelle corrigée est déterminée par la densité :

fo(Y = h(@))ph (%))
Jra fo(Yn = h(2"))pl~ (')

La densité du filtre du filtre optimal est obtenu par marginalisation telle que :

ph(w) = (2.4)

polo) = [ st

En application du filtrage particulaire, on dispose de la densité initiale

ph(x)dez = P(X{ € dx), des densités de probabilités pf ,_,(z|y)de = P(Xidx|X]_, = y)
de transition correspondant a I’équation d’évolution et des densités d’émission :
pi’g(ym)dy = P(Y, € dy|X? = x) correspondant & I’équation d’observation ou la densité
de Y sachant X,, = z est : pny(y|x) fv(y — h(x)).

Les particules sont initialisées & partir de p(z). A Détape n—1, 5 1 sont les M-particules
tirées de 'estimation de la loi de densité p°_, (x|y1, . . ., yn—1) de I'état augmenté sachant les
observations ¥, ..., yn_1. L'étape de mutation correspond a la prédiction en propageant
les particules a partir de 1’équation d’évolution : 52(”* =f (fz(_l)l) + WP, Avec la loi
d’émission, on établit les pi’g(y]fz(i)*) pour déterminer une estimation de la loi conjointe

de (X?,Y,) sachant les observations %1, ..., y,_1 par convolution & un noyau de Parzen-
Rosenblatt :

ﬁ_gxy,n(%y’yh---,yn 1 MZKh — 0" )Pny(y‘fe )

L’étape de correction correspond a 'estimation de la densité du filtre optimal :

M
> Kn(x = &0 )p (ynl€)07)
ﬁZ(x‘yb?yn) = = M

X,0 i) —
i=1

X,0 0(1)—

K _ wa(i) est le poids de la particule 52“')

X,0 0(i)—

pn,Y(yn|£n(l) )
i=1
Les particules peuvent étre trop faibles et entraineraient une redistribution en utilisant la
loi multinomiale par exemple a I'instant n = 1. Les nouvelles particules redistribuées fz(z)
déterminent le filtre optimal a 'instant n.

A chaque itération, les estimateurs du parametre et de ’état caché sont déterminés a
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partir de Xg = (én, ) ou Xe Zw 9(1 Zwe(l nz ) nZ ),

M
b= 5" W00 et €, = Zw W
i=1

2.4 Algorithme de filtrage par noyau

On a deux formes d’algorithme de filtrage par noyau : le filtrage par noyau pré-
régularisé et le filtrage par noyau post-régularisé [7].
Dans le premier cas, le filtre prédit est régularisé par un noyau. L’étape de correction (2.3)
permet d’obtenir le filtre optimal. Une sélection de particules permet de passer a 1’étape
suivante.
Dans le second cas, apres I’étape de mutation des particules, I’étape de pondération per-

met d’obtenir les particules correspondantes au filtre optimal.
Une régularisation par un noyau détermine la densité du filtre optimal.

L’algorithme suivant donne le filtre optimal par régularisation a partir des particules
sélectionnées.

Algo filtrage par noyau

Données : pyx, densité de la loi initiale, i et f fonctions du modele,
o2, variance du bruit d’état, py densité du bruit d’observation, py densité a priori de 6.

Résultats : particules & du filtre et p,, densité du filtre; 6 estimation de 6.
DEBUT

Initialisation des particules

(€0,69), ..., (EX,0%) olt £ ~ px, avec les poids w? = %
Ok ~ po

Génération des trajectoires
Pour k =1 : n, faire

Pour i =1: N, faire

Mutation : &0V = f(&71, i) + W}

o = 01!
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Régularisation du filtre

> 5 (2= &) pv (v = (€297))
j=1
S (-1 (9
j=1
o) PV (Y’“ —h ( ’z(i)i»
k

ﬁz<$|yl7 cee 7yk) -

Pondération : w
Fin pour i

Neff «— <Z<w£)>

Neff
N

Test si < 0.75, alors

Sélection : redistribution des particules

00 " , 1
(&9 &9 de poids wh® = I
Sinon

M M .
> 6(i) £6(i 0G) [ pG) (i
Xp = Zwk( )fk() = Zwk() <§l(c)7wl(c))
i=1 i=1

M
Or = sz(l)eg)
i=1

M
F 0(7) f(i
b= WfOEy
i=1

Fin pour £

FIN
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Dans le filtrage non linéaire d’un systeme controlé,

Xn = f(anla Un) + Wn
Y, =h(X,)+V)

le parametre 6 est substitué par une variable de controle U,,déterministe en chaque instant.

Plus précisément, dans la poursuite de trajectoire, la variable de controle a chaque
instant est déterministe définie par :

u:, = arg, ||f(én—1),u - xn||2

3. Applications

Considérons le systeme d’équation d’état et d’équation d’observation :

Xn+1 = af(Xn) + Wn
Y, =h(X,)+V,

2 inconnue perturbateur

pour n > 0 et Xg = Wy ou W, est un bruit blanc de variance o
de I'équation d’état, a est un inconnu.

A Dinstant initial, I’état du systeme est représenté par le bruit.

V,, est un bruit blanc perturbateur de I’équation d’observation de variance supposée
connue.

En prenant a = 0. avec les écart-types égaux a 0.8, par le systéme dynamique (1), on
représente les états et les observations par :

mesures d'état
mesures d'obsérvation

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig 1 : Trajectoires de la variable d’état et de la variable d’observation.
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On veut estimer les parametres a et o2 et déterminer le filtre par filtrage par noyau.

Pour un échantillon (X7, ..., X,), la vraisemblance est :
1 = (X — aX(k —1))?
La,0,Xq,...,X,) = — exp{—
( 1 ) ( /—M ’H 202

Et le Log-vraisemblance par :

InL(a,0,Xy,...,X,) = gln(2W0'2) o Z (X c;f(2 k—1))
o

k=1

Par la méthode du maximum de vraisemblance, on a les estimations suivantes :

OlnL(a,0,Xq,...,X,)

da =0
> (X)X
~ k=1
an n
> F(Xn)?
k=1
OlnL(a,0,Xy,...,X,) 0
Oo? B
L, 1 .
67 = =3 (X — af(X0))
k=1

Comme le signal X,, n’est pas observable, les estimations des parametres doivent se
faire récursivement en fonction des observations (Y1,...,Y,) .

Dans I'algorithme, les particules définissant I’estimé de 6 sont échantillonnées a partir
de la densité py . On est dans le cas informatif.
Dans le cas non informatif, les particules initiales définissant la loi de 6 sont tirées d’une
loi uniforme. Dans ce cas, a la n-ieme itération, les particules f,i_l sont mutées en

€ = f(EXY)+Wiet 0 = 671 ¢ = (1) + Vi sont les particules définissant la loi de Y, .
L’estimation de la densité du filtre est :
SSUVKY (yn — ) x KY (x— &)
L’estimation de la densité conditionnelle de 6
" YK (e — T x KL (8= G
P (V) = ) X R,
Zi:l KhM(y — U)
KY K~*

ha Ay sont des noyaux de Parzen-Rosenblatt relatives a Y, X et 6. L’estimé
du parametre 6 est tel que :

Py (@ Vn) =

K@

hat

0, = E(0]Y,) :/t.pﬁ/[(ﬂyn)dt
R
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Applications numériques

(&1,...,&n) est un échantillon issu d’une densité de probabilité f(x). Avec une ap-
proximation particulaire de la densité de probabilité, p, = D"  w;de, (z) ol & sont des
particules de poids w; = 1/N .

La régularisation de p(x) est obtenue par convolution d'un noyau avec p(x). En
considérant les noyaux suivants : le noyau d’Epanechnikov tel que f(z) = 1 — 3/22?
pour z € [—1/2;1/2] et 0 ailleurs et le noyau de Picard tel que f(x) = exp(—|z|/2), la
longueur de la fenétre est de 0.8 et N=100. Pour avoir une meilleure approximation, le
nombre des particules doit étre assez importante.

Une suite déterministe de points est établie dans I'intervalle [-4; 4] avec un pas de 0.1.

4
° e e e particules initiales
35 1 ® e e patticules en évolution
34
25 - ° R
2 L ° o © °
o °
15 4 Y Y LJ ° o
14 o o8 <. ° ... ¢ . . !
e _ 9 0e” ° o 8% s« °* 7, °
05 ° (] l' ° e o0 o ) % oo o °
o o o o H . () o °
1 e o0 HIP] ® g o e ° &0 o o
_054 e %°2, ° ° o © o %0 °
9% o °o o ° $ ° . PR T
1] e e o e 8 e Lo .
Ll $ o °
-1.54 o ° $o °
°
] - s ° °
25 °
° °
=34 ° °
-3.5
-4 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Fig 2 : Particules initiales et particules en évolution

Les particules évoluent selon I’équation d’état.
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0.06 ~ .
distributions des particules
0.055 ~
0.05
0.045 —
0.04 ~
0.035 ~
0.03
0.025 ~
0.02 ~
0.015 ~
0.01 ~
0.005 — ‘ H
0 — UL
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Fig 3 : Distribution des particules
4
O O O particules al'instant n-1
35 o O O O particules mutées
3 O O O particules observées
4 o
25 o §

2 4 oq, o @p P® © g oo 5 © °
549 Ooo & "o 5 0 000 O o ©0 °q s
> 00® o o o el o
1‘950 0 @ 9P 0090 00%°PP o o woo @8 Ogmo

7 o o
o O oo 0 © 05 9 o0 °
0590 P o 0 o° %o ) o
» o o o o o o %
04 o OooOcP o OCbeO CDOO 0 0o By & ° o
o ) o o o o
-0540° © P %Ocpo 0 500 ° o od® %o o
0, ®o o T00R 00~ © 00 o, o
1 o o
o © % o O afbe © © o
-154 o ° %00 ¢ ¢ o o o ® o ©
oo
-2 o & o °
o o
25+ o o
-3 o
o
35+
. S T T S
0 10 20 30 40 50 60 70 80 9% 100

Fig 4 : Particules obtenues par maillage déterministe

Un histogramme de distribution montre les poids des particules suivant la fréquence.
Une sélection des particules peut étre introduite pour avoir une bonne répartition. Les
particules de poids faibles sont éliminées et remplacées par multiplications des particules
de poids forts.

Un échantillonnage de la loi & priori de 6 permet d’obtenir des particules (61,...,0y).
A T’étape suivante, on peut supposer que ces particules n’évoluent pas.
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Avec I'équation d’observation, on obtient des particules représentant la loi de la va-
riable d’observation a I'étape. Les estimations du filtre et du parametre sont déterminées
par convolution a un noyau de ces systemes de particules.

Le choix du noyau [6] n’est pas absolument nécessaire. Avec un test d’approximation
de la densité exponentielle avec le noyau d’Epanechnikov et le noyau de Picard, il n'y a
pas de remarques particulieres.

h=0.3,n=12000
0.4

densité exponentielle
noyau d’Epanechnikov
noyau de Picard

0.35

03 -
0.25 -
02 —
0.15 —
0.1 —

0.05

Fig 5 : Estimations par noyaux d’Epanechnikov et de Picard.

Une régularisation par convolution a un noyau détermine une approximation du filtre
prédit.
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0.35

estimation du filtre prédit

0.3 —:
0.25 —:
0.2 —:
0.15 —:
0.1 —:

0.05

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fig 6 : Estimations de la densité du filtre prédit

0.7

— filtre prédit
0.65 —— filtre corrigé

0.6 —

0.55

0.5 4

0.45

0.4 4

0.35

0.3 4

0.25

0.2 +

0.15

0.1

0.05

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fig 7 : Filtres prédit et corrigé.

Le filtre prédit est corrigé a partir de 'observation en cet instant. Un échantillonnage
de ce filtre optimal définit les particules dans l'itération suivante. Dans la grille fixe, le
nombre d’apparition de chaque particules est supposé son poids.

L’estimation du parametre est obtenue par I'espérance de la densité estimée du filtre.
Dans le cas de systeme commandé, le parametre estimé est la commande u.

(X =wf(Xn 1)+ W,
Y, =h(X,)+V,
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La commande est déterminée a chaque instant par

= argmin || f(&n1, uh_1) — T |?
1<i<N

T, est la trajectoire nominale connue & I'instant n et u’,_, sont les particules obtenues par
I'estimation de la densité de u a l'instant n — 1.

4. Conclusion

Le parametre d’un signal non observable peut étre estimé par un filtrage non linéaire
par noyau de convolution. Les particules ont des poids différents selon I'estimation. Elles
peuvent étre absentes un moment et revivre avec de certains poids a l'itération suivante.
L’exploration de l'espace, 'idée naturelle du filtrage particulaire, se fait dans une grille
fixe. Ce choix peut accélérer la mise en ceuvre du filtrage et on peut appliquer comme
dans la poursuite de trajectoire, sans prendre trop de retard.

Le filtrage particulaire par noyau de convolution peut étre utilisé dans un lissage pour
la construction d’'un modele dynamique non observable. Dans le filtrage particulaire, un
bruit quelconque d’observation [9] peut étre décomposé en mélange de bruits gaussiens.
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XX Résumé

Résume

Cette these est développée dans un domaine des sciences cognitives en particulier
dans le traitement de signal. Plus précisément, elle résout des problemes de filtrages non
linéaires a des cas particuliers. Le theme sur 'approximation particulaire et la stabilité
en filtrage non linéaire traite quelques problématiques avec des propositions de solutions.
Les filtrages linéaires a bruits gaussiens sont résolus par le filtrage de Kalman. Le filtrage
de Kalman étendu est appliqué au modele non linéaire gaussien mais exige la dérivabilité
de la fonction dans I’équation d’observation. Pour les modeles fortement non linéaires, le
filtrage de Julier et Uhlmann est le mieux adapté. Le probleme de régularisation des filtres
pour déterminer 'estimation des parametres ou des commandes est traité avec le filtrage
par noyau de convolution. Un exposé intitulé ” Estimation d’'une commande de signal non
observé par filtrage non linéaire par noyau de convolution ” est réalisé a ce sujet a ’'ESPA.
Dans le cas plus général, le théoreme de Bayes permet d’avoir le filtre avec la décomposition
classique en filtre prédit et filtre corrigé. Dans la modélisation, la structure markovienne du
signal étudié non observé est une propriété essentielle pour aboutir a cette décomposition
en filtre prédit et filtre corrigé. Le modele de diffusion est un modele typique dans les
problemes de filtrage. L’existence des bruits blancs gaussiens comme perturbateurs, per-
met d’obtenir le filtre avec une forme explicite. Le filtrage bayesien est adapté au systeme
non linéaire controlé et au systeme non linéaire paramétré.

Une approche sur la résolution du probleme d’existence et de construction de solution
théorique du filtre optimal est développée. Généralement, la résolution est axée sur le cas
gaussien. Avec le théoreme de Girsanov, une solution explicite est obtenue. Cette solution
est construite a partir d’'une mesure absolument continue.

L’efficacité des méthodes est mesurée par la stabilité du filtre optimal au sens de 1'oubli
de la condition initiale. Chaque méthode a ses propres hypotheses dans la justification
de T'oubli de la condition initiale du filtre optimal obtenu. Une étude selon différentes
normes permet de vérifier la stabilité avec les méthodes classiques de filtrage. Un article
intitulé ”Oubli de la condition initiale dans un filtrage non linéaire gaussien et Filtre de
Kalman Etendu (FKE) ” et un autre intitulé ” Filtrage Non Linéaire en Temps Discret
et Application du filtre particulaire avec un bruit d’observation uniforme ” sont publiés
dans MADA-Enelsa a ce sujet.

Le probleme de mise en ceuvre des filtres prédits et corrigés est résolu a partir de simulation
d’exemple sur Scilab. Apres une introduction des filtrages particulaires, une amélioration
avec la régularisation des filtres avec le filtrage par noyau de convolution est proposée.
Les modeles a bruits d’observation quelconque, en particulier des bruits uniformes sont
traités avec I'approximation particulaire. Le filtrage particulaire peut s’adapter a n’im-
porte quel bruit d’observation en particulier un bruit uniforme. Mais les bruits faibles
mettent en défaut le filtrage particulaire. Le filtrage par noyau de convolution complétant
le filtrage particulaire est une solution efficace dans ce cas. Il permet aussi de résoudre les
problemes d’estimation des parametres inconnus dans le modele.

Les applications sur les exemples de poursuite de trajectoire et d’estimation paramétrique
permettent de vérifier les théories.

Finalement cette these entraine des perspectives de recherche entre autres, la résolution
des équations aux dérivées partielles par filtrage particulaire ou encore la résolution de
probleme de controle optimal.
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Abstract

This thesis is developed in particular in a domain of the cognitive sciences in the
treatment of signal. More precisely, it solves problems of nonlinear filtering to particular
cases. The theme on the particulate approximation and the stability in filtering non bill
a few problematic with propositions of solutions.

The linear filtering with Gaussian noises is solved by the filtering of Kalman. The extended
Kalman filtering is applied to the non Gaussian model but requires the derivability of the
function in the equation of observation. For the greatly nonlinear models, the filtering of
Julier and Uhlmann is adapted best.

The problem of regularization of the filters to determine the evaluation of the parameters
or orders is dealt with filtering by core of convolution. An exposition titled ”Evaluation
of a non observed signal order by nonlinear filtering by core of convolution” is achieved
to this topic to the ESPA.

In the more general case, the theorem of Bayes permits to have the filter with the classic
decomposition in filter predicts and filter correct version. In the modeling, the Markovian
structure of the non observed studied signal is an essential property to succeed to this
decomposition in filter predicts and filter correct version. The model of diffusion is a
typical model in the problems of filtering. The existence of the Gaussian white noises as
hecklers permits to get the filter with an explicit shape. The filtering bayesien is adapted
to the non controlled system and the non set system.

An approach on the resolution of the existence problem and constructional theoretical
solution of the optimal filter is developed. Generally, the resolution is centered on the
Gaussian case. With the theorem of Girsanov, an explicit solution is gotten. This solution
is constructed from an absolutely continuous measure. The efficiency of the methods is
measured by the stability of the optimal filter to the sense of the oblivion of the initial
condition. Every method has its own hypotheses in the justification of the oblivion of the
initial condition of the optimal filter gotten. A survey according to different norms permits
to verify the stability with the approved methods of filtering. An article titled ” Oblivion of
the initial condition in a non Gaussian filtering and Filter of Ex-tended Kalman (FKE)”
and another title ” Nonlinear Filtering in Discreet Time and Applica-tion of the particulate
filter with a ”uniform observation noise is published in MADA-Enelsa to this topic.

The problem of setting in work of the filters predicted and correct versions are solved
from simulation of example on Scilab. After an introduction of the particulate filtering,
an improvement with the regularization of the filters with filtering by core of convolution
is proposed.

The models to noises of any observation, in particular some uniform noises are dealt with
the particulate approximation, the particulate filtering can adjust in particular at any
noise of observation a uniform noise. But the weak noises put in defect the particulate
filtering. Filtering by core of convolution completing the particulate filtering is an efficient
solution in this case. it also permits to solve the problems of evaluation of the unknown
parameters in the model.

The applications on the examples of pursuit of trajectory and parametric evaluation
permit to verify the theories.

Finally this thesis entails perspectives of research among others, the resolution of the
equations to the partial derivatives by particulate filtering or the resolution of optimal
control problem.



